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Czeé¢ 1. Wstep, prosty ruch

Ruch jednostajny i jednostajnie przys$pieszony

Jezeli poruszamy sie ze stata predkoscia v = vy, to jaka jest
zalezno$é drogi s od czasu t7
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Czeé¢ 1. Wstep, prosty ruch

Ruch jednostajny i jednostajnie przys$pieszony

Jezeli poruszamy sie ze stata predkoscia v = vy, to jaka jest
zalezno$é drogi s od czasu t7

Oczywiscie s(t) = sp + w - t, gdzie sp to poczatkowe pofozenie.

A jezeli poruszamy sie ze statym przyspieszeniem a = ag |
poczatkowa predkoscia vy = 07
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S(t) =50 + aOT

(dodatkowo, nietrudno zgadnaé, ze v(t) = ap - t, tzn.
przy$pieszenie jest ,predkoscia” zmiany predkosci)
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Czeé¢ 1. Wstep, prosty ruch

Ruch jednostajny i jednostajnie przys$pieszony

Jezeli poruszamy sie ze stata predkoscia v = vy, to jaka jest
zalezno$é drogi s od czasu t7

Oczywiscie s(t) = sp + w - t, gdzie sp to poczatkowe pofozenie.

A jezeli poruszamy sie ze statym przyspieszeniem a = ag |
poczatkowa predkoscia vy = 07

s(t) =s + #
(dodatkowo, nietrudno zgadnaé, ze v(t) = ap - t, tzn.

przy$pieszenie jest ,predkoscia” zmiany predkosci)

program_01.py - narysowanie v(t), s(t).
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Czeé¢ 1. Wstep, prosty ruch

Ruch jednostajny i jednostajnie przys$pieszony

Jezeli poruszamy sie ze stata predkoscia v = vy, to jaka jest
zalezno$é drogi s od czasu t?

Oczywiscie s(t) = sp + w - t, gdzie sp to poczatkowe pofozenie.

A jezeli poruszamy sie ze statym przyspieszeniem a = ag |
poczatkowa predkoscia vy = 07

s(t) = so + 2E.
(dodatkowo, nietrudno zgadnaé, ze v(t) = ap - t, tzn.
przy$pieszenie jest ,predkoscia” zmiany predkosci)

Ale dlaczego tak jest?
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Czeé¢ 1. Wstep, prosty ruch

Ruch jednostajny i jednostajnie przys$pieszony

~predkos¢ to pochodna drogi po czasie”
.przyspieszenie to druga pochodna drogi po czasie”
(albo ,,przyspieszenie to pochodna predkosci po czasie”)

Jesli pamietaja Panstwo pochodne, to fatwo sprawdzi¢, ze jesli
s(t) =w - t, to s'(t) = vp = v(t).

Podobnie, jesli s(t) = so + 25, to s/(t) = 2- &% = a5 t = (1),
i s”(t) = V/(t) = ap = a(t).

Czyli wszystko sie zgadza
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Czeé¢ 1. Wstep, prosty ruch

Ruch jednostajny i jednostajnie przys$pieszony

Co jesli jednak przyspieszenie zmienia sie w czasie?

np. a(t) = sin(t). lle wtedy wynosi v(t) i s(t)?
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Czeé¢ 1. Wstep, prosty ruch

Catka nieoznaczona

Operacja odwrotna do rézniczkowania (obliczania pochodnej) jest
catka nieoznaczona. Tzn. dla funkgji f(t) przez [ f(t)dt
oznaczamy kazda funkcje F(t) taka, ze F'(t) = f(t). F nazywamy
funkcja pierwotng do f.

Warto zauwazy¢, ze jezeli F jest pierwotng f, to F(t) + C, C -
dowolna stafa, tez jest pierwotng f.

Przyktad: f(t) = t" to f'(t) = n-t""1, ale
Jf(t)dt = 25 - tmH 4 C.
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Ruch jednostajny i jednostajnie przys$pieszony
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Cwiczenie na rozgrzewke:
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Czeé¢ 1. Wstep, prosty ruch

Ruch jednostajny i jednostajnie przys$pieszony

Cwiczenie na rozgrzewke:
Niech a(t) = ag. lle wtedy wynosi v(t) i s(t)?
v/(t) = a(t), czyli v(t) = [ a(t)dt!

jesli wiemy, ze a(t) = ag = ap - t°, czyli
v(t)= [a(t)dt =ap-t+ C.

Jak ustali¢ C?7 Wiemy, ze v(0) =0, wiec ap- 0+ C =0, czyli
C=0.
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Czeé¢ 1. Wstep, prosty ruch

Catka oznaczona

Przez fab f(t)dt oznacza sie zwyczajowo pole pod wykresem funkcji
(oile f(t) > 0). Jesli f(t) przyjmuje dowolne wartosci, to catka
oznaczona liczy pole ,ze znakiem” =, pole f nad wykresem” -, pole
f pod wykresem”.
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Czeé¢ 1. Wstep, prosty ruch

Catka oznaczona

Przez fab f(t)dt oznacza sie zwyczajowo pole pod wykresem funkcji
(oile f(t) > 0). Jesli f(t) przyjmuje dowolne wartosci, to catka
oznaczona liczy pole ,ze znakiem” =, pole f nad wykresem” -, pole
f pod wykresem”.

Okazuje sie, ze jesli F(t) = [ f(t)dt, to F(b) f f(t
lub, inaczej zaplsuy:gc
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Czeé¢ 1. Wstep, prosty ruch

Ruch jednostajny i jednostajnie przys$pieszony
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Czeé¢ 1. Wstep, prosty ruch

Ruch jednostajny i jednostajnie przys$pieszony

Co jesli jednak przyspieszenie zmienia sie w czasie?
np. a(t) = sin(t). lle wtedy wynosi v(t) i s(t)?

Podstawiajac b=t, a=0w

F(b) = F(a) +/b f(t)dt

mozemy napisac:
Np. dla naszej predkosci: v/(t) = a(t), czyli

v(t) 0) + [y a(s)ds = 0+ [ sin(s)ds.
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Czeé¢ 1. Wstep, prosty ruch

Catka oznaczona - przyblizenie

Jak policzy¢ fab sin(t)dt (lub dla innego dowolnego a(t))?
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Czeé¢ 1. Wstep, prosty ruch

Catka oznaczona - przyblizenie

Jak policzy¢ fab sin(t)dt (lub dla innego dowolnego a(t))?
Jakiej figury pole umiemy liczy¢?
Odpowiedz: prostokat.

Podzielmy przedziat [a, b] na n+ 1 matych przedzialikéw [t;, tit1],
tp=a, tp,=>b ti=a+ % i zsumujmy pola prostokatéw o

wysokosci f(t;) i dtugosci podstawy h = ?
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Czeé¢ 1. Wstep, prosty ruch

Catka oznaczona - przyblizenie

0.8

0.6

0.4

0.2 4

o

zrédto: wikipedia
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Czeé¢ 1. Wstep, prosty ruch

Catka oznaczona - przyblizenie

0.8 4

0.6

0.4

Otrzymamy:

Przypomnienie: h = %, ti=a+h-i.
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Czeé¢ 1. Wstep, prosty ruch

Metoda Eulera

Teraz juz mozemy zaproponowa¢ metode wyliczania v(t;) dla
kazdego j > 0 przy zatozeniu, ze a(t) jest zadane wzorem:

v(tj) = v + /Otj a(s)ds ~ vg + Z h- f(t)

i=0
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Czeé¢ 1. Wstep, prosty ruch

Metoda Eulera

Teraz juz mozemy zaproponowa¢ metode wyliczania v(t;) dla
kazdego j > 0 przy zatozeniu, ze a(t) jest zadane wzorem:

. j
V() = vo + / a(s)ds ~ vo+ 3 h- ()
0 i=0

Zauwazajac, ze sumy pomiedzy krokami réznia sie tylko o h - a(t;),
otrzymamy (rekurencyjny / iteracyjny wzor):

V(to) = W
v(tis1) = v(t) 4+ h-a(t;)

Jest to tak zwana metoda Eulera.
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Czeé¢ 1. Wstep, prosty ruch

Metoda Eulera

Metoda Eulera:

V(to) = W
v(tiv1) = v(t)+h-f(t)

program_02.py - metoda Eulera zastosowana do uktfadu
V(t) = a(t), s'(t) = v(t), dla a(t) = ag - state przyspieszenie.

program_03.py - to samo, tylko dla dowolnego przyspieszenia!
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Czeé¢ 2. ,Powazna"” fizyka

Roéwnania rézniczkowe

Najbardziej znane réwnanie rézniczkowe w fizyce?
F=m-a

W ,naszym” jezyku:
F
!
t) = —
S'(t) =
Pytanie od czego zalezy sita F? Np jesli F to sita grawitacji?

M- m
r2

FMm:G’

gdzie r - odlegtos¢ miedzy ciatami: r(t) = [sp(t) — sm(t)].
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Czeé¢ 2. ,Powazna"” fizyka

Roéwnania rézniczkowe

Sifa cigzenia jest sita przyciagajaca, wiec sita dziatajaca na ciato m
przez M dziata w kierunku i zwrocie zdefiniowanym przez
potaczenie potozen wektorem. Dla uproszczenia zatézmy, ze
jesteSmy juz na linii taczacej, wiec wybieramy tylko zwrot.

Mom (sm(t) = sm(©)

FMm:G'
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Czeé¢ 2. ,Powazna"” fizyka

Roéwnania rézniczkowe

Sifa cigzenia jest sita przyciagajaca, wiec sita dziatajaca na ciato m
przez M dziata w kierunku i zwrocie zdefiniowanym przez
potaczenie potozen wektorem. Dla uproszczenia zatézmy, ze
jesteSmy juz na linii taczacej, wiec wybieramy tylko zwrot.

Mm. (sm(t) — sm(2))

F/\/Im:G' )

Wida¢, ze sita zalezy od wzajemnych potozen ciat!

Stad, stosujac réwnanie roézniczkowe:

oy = Do) _ g M) — sufe)
sp(r) = Ol g M) ()
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Czeé¢ 2. ,Powazna"” fizyka

Roéwnania rézniczkowe

Stad réwnania fizyki, to réwnania rézniczkowe, gdzie pochodna
funkeji x'(t) zalezy w jakis sposéb od wartosci funkeji x(t), np.

Czy zna kto$ rozwigzanie?
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Czeé¢ 2. ,Powazna"” fizyka

Roéwnania rézniczkowe

Stad réwnania fizyki, to réwnania rézniczkowe, gdzie pochodna
funkeji x'(t) zalezy w jakis sposéb od wartosci funkeji x(t), np.

Czy zna kto$ rozwigzanie?
x(t) = xp - e'.

Dla x/(t) = L- x(t), L - stata? Odp: x(t) = xo - e-'t.
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Czeé¢ 2. ,Powazna"” fizyka

Roéwnania rézniczkowe

Stad réwnania fizyki, to réwnania rézniczkowe, gdzie pochodna
funkeji x'(t) zalezy w jakis sposéb od wartosci funkeji x(t), np.

Dla x/(t) = L- x(t), L - stata? Odp: x(t) = xo - e-'t.

program_04.py pokazuje rozwiazanie dla x'(t) = L - x(t) doktadne
i przyblizone metoda Eulera.

program_05.py pokazuje, ze metodg Eulera mozemy rozwigzywaé
réwnania dowolnej postaci x'(t) = F(t, x(t)).
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Czeé¢ 2. ,Powazna"” fizyka

Réwnanie wahadta

g - przyspieszenie ziemskie.

Wtedy.
F = ma= mg— mgcos(f)
F = —msin(f)=m-a

dalej, pozycja na tuku oznaczona
s(t) =1-6(t). | dalej

1-0"(t)
i podstawiajac do RR:

0'(t) = —%sin(@(t))
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Czeé¢ 2. ,Powazna"” fizyka

Réwnanie wahadta

Oznaczajac v(t) =

(6(2),6'(1)) = (vo(1), va(t))

(wektor) dostaniemy:
V(1) = F(tv(),
gdzie
F(ev(t) = (60/(t). sin(6(2))
- (vl(t),—%sin(vo(t))

(tez wektor)
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Czeé¢ 2. ,Powazna"” fizyka

Réwnanie wahadta

Oznaczajac v(t) =

(6(1),0'(1)) = (vo(2), va(t))

(wektor) dostaniemy:

Ft,v(t)) = <v1(t)7—%sin(vo(t)>

program_06.py pokazuje, jak
rozwigzac¢ i narysowac ruch
wahadta, uzywajac metody
Eulera.
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Czeé¢ 3. Ad astra

Roéwnania rézniczkowe

Dla dwéch ciat:

=G -
m

sp(e) = Do) _ ¢ M) - s
Gy — Feme(O.m©) _ o m

% (smlt) — sw(®)
= [lsi(e) = si(0)]):

Dla dowonej liczby n ciat (rjj(t)

F,-(S]_(t), ces 75n(t)) _ Z G- LU (S_,(t) - Si(t))

27 (02

program_07.py pokazuje zastosowanie do problemu n-ciat
(przyktady dla n = 2).
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Czeé¢ 3. Ad astra

Roéwnania rézniczkowe

Problemy fizyki:
@ réwnania dynamiki molekularnej
@ réwnania czastkowe
@ réwnania z opéznieniem
Problemy matematyki:
@ jak zachowuje sie dynamika procesu, gdy t — oo?
@ znajdowanie okreslonych rodzajéw rozwiazan, np. orbity
taczace.
Problemy numeryki:
@ stabilnosc algorytméw
o wielkosc btedéw

@ Sciste oszacowania na btad metody - czy da sie wnioskowa¢ co$
z symulacji numerycznych?
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Czeé¢ 3. Ad astra

Roéwnania rézniczkowe

program_08.py problemy z metoda Eulera
program_09.py lepsze metody numeryczne

Przyktad misja NASA - LUCY: zrédto:
https://svs.gsfc.nasa.gov/4719

Przyktad tworzenia sie dimeru cholesterolu - praca wtasna.
Tanczace planety - dr. Tomasz Kapela

Twierdzenie Poincarégo o poracaniu - Jacek Kubica
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