Rozdzial 1

Relacje

1.1 Pary

Definicja 1.1.1 Para nieuporzadkowana nazywamy zbior {a,b} (dubleton,
2tozony z obiektow a 1 b).

Kolejnosé elementéw w parze nieuporzadkowanej nie ma znaczenia: {a, b} =
{b,a}, oraz para {b,b} = {b} - singleton b.

Niech (a,b) oznacza pare uporzadkowana, tzn taki obiekt, ktory potrafi
Lutrzymac porzadek” elementow tak aby para (a,b) # (b, a). Tego typu obiek-
ty sa bardzo wazne w matematyce, np. aby opisa¢ punkty na ptaszczyznie.
Poniewaz matematycy lubig budowaé elementy z juz istniejacych (aby nie-
potrzebnie nie mnozy¢ bytow ponad potrzeby (patrz np. Brzytwa Ockhama),
matematycy postanowili zapisa¢ pary jako pewne zbiory:

Definicja 1.1.2 Parg uporzadkowana oznaczang symbolem (a,b) nazywamy
zbior {a, {b}}.

Uwaga: para uporzadkowana moze by¢ zdefiniowana na wiele sposobéw. Nie-
ktorzy autorzy uzywaja {a,{a,b}}. Nie ma to wiekszego znaczenia, wazne
jest aby zachowana byla wlasnos¢ (a,b) = (¢,d) <= a=bAc=d W
dalszych wyktadach dowiemy sie formalnie, ze taka definicja jest dobra i nie
prowadzi do sprzecznosci (jak np. zbior wszystkich zbioréw z pierwszej czesci
zaje¢). Na razie wystarczy, ze ,wyraznie widzimy”, ze definicja pary uporzad-
kowanej spelnia te wtasnosé i np. mamy (1,2) = {1,{2}} a (2,1) = {2,{1}}
i jesli tylko a # b, to te pary sg rézne, bo nie maja takich samych elemen-
tow: np. 2 # {2}, bo formalnie, ten drugi element jest zbiorem, natomiast
pierwszy jest liczbg.
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Uwaga 1.1.1 Niech a bedzie parg uporzgdkowang. Mozemy pisac a = (x,y),
1 potem uzywaé wspotrzednych x 1y, ale mozemy tez czasem pisac my lub 7,
aby oznaczyé pierwszy element z pary. Podobnie my lub 7, dla drugiego.

1.2 Tloczyn Kartezjanski

Definicja 1.2.1 Niech bedg dane dwa zbiory X 1 Y.
lloczynem kartezjariskim zbioréw X i Y nazywamy zbior

XxY ={(r,y):ze X ANyeY}.

Uwaga 1.2.1 Operator := podkresla, ze cos definiujemy (a nie, Ze stwierdza-
my, ze dwa obiekty sq rowne). Rzecz po lewej stronie znaku jest definiowana
za pomocg wyrazenia po prawej. Czasem stosuje sie zapis =:, zeby oznaczyé
obiekt definiowany po prawej strony, a jego definicja jest po lewej. Innymi
stowy, obiekt definiowany jest zawsze po stronie dwukropka.

lloczyn kartezjanski to po prostu zbior wszystkich par uporzadkowanych,
gdzie pierwszy element jest ze zbioru X a drugi ze zbioru Y.

Jesli zbior Y = X, to bedziemy oznaczaé¢ X x X = X2

Latwo zobaczyé, ze zbior R x R = R? to zbiér punktéw na plaszezyznie.
Tak samo zbioér [0, 1] x [0, 2] to prostokat na plaszczyznie i latwo mozna go
narysowaé. Zbior {(z,y) € R? : ax + by + ¢ = 0} to prosta na plaszczyznie.
przeksztalcenia plaszczyzny mozna zapisywaé jako funkcje f : R? — R2, np.
f(z,y) = (2x,2y), to funkcja rozciagajaca obiekty dwukrotnie, natomiast
funkcja f(x,y) = (y,x) to obrot o 90°. Dzieki temu o obiektach geometrycz-
nych mozemy moéwié¢ w jezyku zbioréw, a nie linii, punktéow, okregow, katow,
czy by¢ zmuszonymi do uzycia cyrkli i linijek. Podejécie to zawdzieczamy
XVII wiecznemu matematykowi Kartezjuszowi (stad nazwa iloczynu karte-
zjanskiego).

Latwo jest zobaczy¢ iloczyny kartezjariskie zbiorow skonczenie wymiaro-
wych: mozna wymieni¢ wszystkie ich elementy. Np. niech X = {1,2,3} a
Y ={-1,-2}. Wtedy X x Y zamiera nastepujace elementy:

(1,-1) (2,—-1) (3,-1)
(1,-2) (2,-2) (3,-2)

Zapisujac interpretacje w jezyku zbiorow dostajemy formalnie:

XxY = {{1’ {_1}} ) {27 {_1}} ) {37 {_1}} ) {17 {_2}} ) {27 {_2}} ) {37 {_2}}}
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Co jest oczywiscie bardzo niewygodne, dlatego uzywamy oznaczenia (a,b).
X XY = {(17 _1)7 (27 _1)7 (37 _1)7 (17 _2)7 (27 _2)7 (3a _2)}

Naturalne pytanie: czy mozna zdefiniowaé iloczyn kartezjanski wiekszej
ilosci zbioréw? Oczywiscie jest to mozliwe, i nawet konieczne, np. aby ob-
ja¢ geometrie przestrzeni trojwymiarowej (R?). Musimy tylko przyja¢ w jaki
sposob zdefiniujemy X x X5 x ... X, dla dowolnego ninN i kolekcji pewnych
zbioréow X;. Poniewaz jesteSmy matematykami uzyjemy tego co mamy: skoro
X1 x Xo = A jest zbiorem, to mozemy wykonaé operacje iloczynu A x X3 = B
itd. Elementami zbioru A x X3 sa obiekty ((a, b), ) takie, ze a € X1, b € X,
c e Xs.

Warto zauwazy¢, ze formalnie (A x B) x C # A x (B x (), bo ich
elementami sa obiekty ((a,b),c) = {{a, {b}},c} lub (a, (b,¢)) = {a, {b, {c}}}.
Widac, ze jako zbiory, sa one rozne od siebie o ile a # b # c.

Natomiast z matematycznego punktu widzenia, nie ma wiekszego znacze-
nia jak pouktadamy nawiasy w mnozeniu kartezjanskim.

Twierdzenie 1.2.2 Istnieje bijekcja pomiedzy (A X B) x C a Ax (B x C).

Dowodd: éwiczenie.

Uwaga 1.2.3 jesli istnieje bijekcja miedzy zbiorami A i+ B, a nie chcemy
sie wdawaé w szczeqoty definicyi tej funkcji, to piszemy tylko A = B. Za-
2wyczaj wymagane jest to, aby taka bijekcja byta oczywista (jak w naszym

przyktadzie): (A x B) x C =2 A x (B x O).

Poniewaz kolejno$é nawiaséw nie ma znaczenia, uzasadnione jest pisanie
zbioréow typu X".

Uwaga 1.2.4 Jako matematycy uzupetnimy definicje X™ n = 1 w nastepu-
jacy (logiczny sposob): X' = X.

Cwiczenie: pokazaé, ze X" x X™ = Xntm,

Wprowadzenie X° jest nieco bardziej ktopotliwe. Jesli zrobimy X° = () =
{}, wtedy pewne wtasnosci iloczynu (liczb) nie zajdg (np. X° x X™ # X™).

Cwiczenie: pokazaé, ile wynosi X x 0 oraz () x X.

Jesli X = R to czasem oznaczamy X° = {0}. Nadal mamy X° x X™ #
X" ale mozna pokazaé, ze: {0}F x X" = X" (istnieje bijekcja).
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1.3 Funkcje

Wiemy, ze funkcje sa przyporzadkowaniami - f : X — Y jest taka, ze dla
kazdego x € X istnieje doktadnie jeden przyporzadkowany y € Y i piszemy
wtedy f(z) =y.

Oczywiscie, funkcje jakie spotykamy najczesciej to f : R — R, a ich
wykresy rysujemy w ukladzie kartezjanskim! aby narysowa¢ wykres funkc;ji,
program komputerowy zazwyczaj generuje kolejne pary (x,y) = (z, f(x)) €
R? i umieszcza na ekranie piksele w odpowiednich wspoétrzednych.

Dlatego na funkcje mozna patrzeé¢ jeszcze inaczej: jako wykresy funkcji,
lub inaczej, jako na podzbiory w X x Y, gdzie X jest zbiorem argumentow
(dziedzina), a Y zbiorem wartosci:

Gr={(z,f(z)):x e X} C X xY.

Zbior Gy nazywamy wlasnie wykresem funkcji.
Przyklad: f:{-1,0,1} — {0,1}, f(z) = 2% Wykresem tej funkcji jest
zbior: Gy = {(—1,1),(0,0),(1,1)}.

1.4 Relacje

Zalozmy, ze ktos daje zam podzbior G C X x Y. Czy zawsze taki zbior jest
wykresem jakiej$ funkcji?

Przyktad: G;={(—1,0),(0,1),(1,0)} € {—1,0,1} x{0,1} jest wykre-
sem funkcji (jakiej? - zadanie).

Anty-Przyklad: G; = {(-1,1),(0,0),(1,1),(1,0)} < {-1,0,1} x
{0, 1} nie jest wykresem funkcji (dlaczego? - podpowiedz: f(1) =7).

Anty-Przyklad: G; = {(—1,1),(0,0)} € {—1,0,1} x {0,1} nie jest
wykresem funkeji (dlaczego? - podpowiedz: znoéw, ile wynosi f(1) =7).

Na szczescie matematycy sie nie zrazaja i wlasciwie uznaja kazdy obiekt
typu podzbiodr iloczynu kartezjanskiego za interesujacy:

Definicja 1.4.1 Niech X,Y bedq dowolnymi zbiorami.
Dowolny podzbior R C X XY nazywamy relacja.

Jesli X =Y to relacje R C X x X = X? nazywamy relacja na X.
Czasem piszemy xRy aby zaznaczy¢, ze para (z,y) € R. Mowimy, ze x
jest w relacji R z y.
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Relacje miedzy obiektami znamy z zycia codziennego. Czasem np. mowi
sie, ze kto$s ma dobre relacje z kims innym. Panstwa maja relacje dyplo-
matyczne miedzy soba a np. informatycy tworza relacyjne bazy danych. Jak
pokazaliémy na poczatku, funkcje wprowadzaja relacje pomiedzy argumenta-
mi, a warto$ciami. Okazuje sie, ze wiele znanych obiektow, ktorych uzywamy
tez jest relacjami, np. relacja rownosci badz nieréwnosci, relacja mniejszosci
itp.

Przyktad: Niech X = {pies, kot, Ania}, oraz Y = {mleko, ko, sodycze} .
Okreslamy relacje R C X xY jako R = {(pies, ko), (kot, mleko), (Ania, mleko), (Ania, sodycze)}.
Zatozmy, ze relacja okresla preferencje zywieniowe, a wiec w powyzszym przy-
ktadzie relacji R odpowiada stowo ,lubi”. Czyli pies lubi kos¢, kot lubi mleko,
Ania lubi zar6wno mleko jak i stodycze.

Powyzszy przyktad uzasadnia uzycie notacji x Ry w relacjach. Mamy mia-
nownik: x, czasownik: R, i dopelniacz: y, a cate wyrazenie czyta sie jak w
jezyku naturalnym.

1.5 Rysowanie relacji

Jesli zbiory X 1Y w relacji sg skonczone to mozna je tatwo przedstawic
graficznie.

Relacje dwuargumentowe, podobnie jak funkcje mozna rysowaé¢ w ukta-
dzie wspotrzednych. Tworzymy wykres Gg = {(z,vy) : xRy} i nanosimy te
punkty na wykres. Ponizszy wykres przedstawia relacje R C {1,2,3,4,5} X

{a,b,c}.

C . . .
1 2 3 4 5

Jedli relacja jest nad jednym zbiorem X mamy dwie mozliwosci: ry-
sujemy wykres: lub tzw. graf. W grafie przedstawiamy elementy X jako
wierzcholki (punkty) a strzatka taczymy wierzcholki a i b jesli istnieje para
(a,b) € R. Ponizej przedstawiony jest wykres relacji i graf tej samej relacji

R={(1,1),(1,2),(2.2),(2,3),(3,1),(3,2)} nad X = {1,2,3}.
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1.6 WtlasnoSsci relacji

Aby by¢ w stanie zapanowaé¢ nad roznymi rodzajami relacji,matematycy
wprowadzili rézne klasy wtasnosci. Dzieki nim, mozna podawaé¢ twierdze-
nia ogblne o danej klasie. Jesli udowodni sie, ze nasza wybrana relacja jest w
danej klasie, to wszystkie twierdzenia (ogdlne) o danym typie relacji mozna
wtedy zastosowaé do naszej relacji.

Definicja 1.6.1 Relacje R na X nazywamy:
e zwrotng, jesli xRx dla kazdego X € x.
e symetryczna, jesli dla kazdych x € X, y € X zachodzi tRy —> xRy.

e przechodnia, jesli dla kazdych x,y,z w X zachodzi xRy N yRz —
rRz.

e antysymetryczna jesli dla kazdych x,y mamy xRy ANyRx — x =y.

e spojna jesl dla kazdych x,y mamy xRy V yRz.

Zadanie: niech X bedzie zbiorem piecioelementowym (np. X = {1,2,3,4,5}.
Podaé przyktady (réznych) relacji, ktore majq jedng z powyzszych wtasnosci.

Jesli to mozliwe, przyktad nie powinien mieé innych wtasnosci (powinien mieé
tylko jedng wtasnosé - jesli to mozliwe).

1.7 Relacje ré6wnowaznoSci

Najpopularniejszq klasq relacji jest relacja rownowaznosci v dlatego dajemy
jej osobng definicje:
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Definicja 1.7.1 Relacje nazywamy relacja rownowaznosci (réwnowaznosciq)
jesli jest zwrotna, symetryczna i przechodnia.

Przyktady (Zadanie: zastanow sie/sprawdz dlaczego tak jest lub nie jest):

1.8

relacja x =y jest relacjg rownowaznosci na dowolnym zbiorze X.

relacja modulo(n) w zbiorze liczb naturalnych: x MO D (n)y wtedy i tylko
wtedy gdy x daje te samq reszte z dzielenia przez n co y, jest relacjg
rOWNOWazNoSci.

relacja na X = [0,1)* dana przez (x1,y1)R(wa,y2) wtedy i tylko wtedy
gdy x1 = 2o ANy = Yo lub gdy 1 = x9 ANy € {0,1} Aya € {0,1} jest
relacjq rownowaznosc.

relacja x < y nie jest relacjq rownowaznosci w zbiorze N.

Niech X = P(Y) - zbior wszystkich podzbioréw zbioru Y. Jesli Y # ()
wtedy relacja A C B (bycia podzbiorem) nie jest relacjg réwnowaznosci
na X. Jesli Y = () wtedy jest relacjg réwnowaznosci.

relacja {(1,1),(2,2)} C {1,2,3}? nie jest relacja réwnowaznosci.

relacja {(1,1),(2,2),(3,3),(1,2),(2,1),(3,2), (2,3)} C {1,2,3}* nie jest
relacjg rownowaznosci.

relacja R na X = P(Y) dana jako ARB <= AN B # () nie jest

relacjqg rownowaznosci.

Dzielenie przez relacje

Definicja 1.8.1 Jesli R jest relacjg rownowaznosci na X, to klase réwno-
waznosci elementu = w tej relacji nazywamy zbior [z|g = {y € X : yRx}.

Wilasnosci (jako éwiczenie - zastanowi¢ sie z jakich wlasnosci relacji
rownowaznosci dany punkt wynika):

x € [x]gr
tRy = [z]r = [y]r

—(rRy) = [z]rN[ylr =10
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Definicja 1.8.2 Ilorazem zbioru X przez relacje réwnowaznosci R C X?
nazywamy zbior:

X/r:={[z]r:z € X}. (1.1)

Dzielenie zbiorow przez relacje rownowaznosci jest waznym narzedziem
matematyki. Mozna w ten sposéb tworzy¢ np. ,ciekawie” zachowujace sie
zbiory, np. stynna wstege Mdbiusa, czy butelke Kleina.

Przyktad: Niech R na R bedzie dana jako xRy <— z— |z| =y — |y],
gdzie a = | x| oznacza najwieksza liczbe a € Z taka, ze a < z. Zauwazmy, ze
[z]r = [n + 2| dla kazdej n € Z. Czym jest R/g? (Podpowiedz: jakie klasy
mijamy patrzac na [z + t] gdy plynnie zmieniamy ¢ od 0 do jakiejs duzej
wartosci? Co sie dzieje, gdy ,przejezdzamy” przez t = 1, 2, 3,...7).

Cwiczenie: Niech P na X = R? bedzie dane jako (1, y2) P(z9, y2) wtedy i
tylko wtedy gdy x1 Rxs Ay, Ry, gdzie R jest jak w akapicie powyzej. Pokazad,
ze P to relacja rownowaznosci. Czym jest X/p?

1.9 Porzadki - wstep

Inng znana klasg relacji sa relacje porzadku.

1.9.1 Porzadki czeSciowe

Definicja 1.9.1 Relacje nazywamy czeSciowym porzadkiem jesli jest zwrot-
na, przechodnia i antysymetryczna.

Przyktad: Znana wszystkim relacja < na zbiorach N, R, itp. jest relacja
czesciowego porzadku.

Cwiczenie: Dlaczego relacja < nie jest porzadkiem czesciowym?

Przyktad: Niech bedzie dana relacja | na liczbach N taka, ze x|y <=
Ja € N : x = ay. Innymi stowy, = jest w relacji z y, gdy = dzieli y bez reszty.
Relacja | jest relacja czesciowego porzadku - éwiczenie: sprawdzic!.

W relacji | mozemy wskaza¢ przyktady elementdw nieporéwnywalnych:
dwoch elementow takich, ze prawda jest x|y A —y|z - np. dwie rézne liczby
pierwsze.

Inny przyklad: Niech X bedzie pewna rodzing zbioréw (tzn. X jest
zbiorem, ktoérego elementami sg inne zbiory - przyktadem rodziny, ktory juz
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widzielismy jest zbior wszystkich podzbiorow P(A)). Relacja C (zawieranie
sie) jest relacja porzadku na zbiorze X.

Cwiczenie: podaj przyklad zbioru X i dwoch elementow A, B € X ta-
kich, ze A i B sa nieporéwnywalne w relacji C.

Cwiczenie: podaj przyktad zbioru X majacego nieskoriczona ilosé ele-
mentow, w ktérym nie ma elementéw nieporéwnywalnych.

1.9.2 Porzadki liniowe

Relacje, ktore nie maja elementéw nieporéwnywalnych maja specjalna nazwe:

Definicja 1.9.2 Relacje nazywamy porzadkiem liniowym na X jesl jest po-
rzqdkiem czeSciowym na X i dodatkowo jest spojna (tzn. dla kazdych z,y
jest tRy V yRzx).

Przyktady: porzadek leksykograficzny na literach alfabetu j. polskiego
jest porzadkiem liniowym.

Cwiczenie: podaé¢ co najmniej dwie (rézne) relacje porzadku liniowego
zdefiniowanego na zbiorze punktéw plaszczyzny (tzn. X = R? a relacje nalezy
okresli¢ na X).

Cwiczenie: poda¢ przyklad porzadku czesciowego z elementami niepo-
rownywalnymi okreslonego na punktach ptaszczyzny.

Uwaga: jesli chcemy podkresli¢, ze rozwazamy dang relacje porzadku <
na danym zbiorze X mozemy napisaé (X, <). Bedziemy mowi¢, ze zbior X jest
uporzadkowany (czesciowo lub liniowo) jesli wybrana relacja jest odpowiednio
czeSciowym lub liniowym porzadkiem.

Czesto spotykane zapisy: (P(A), C) - podzbiory A uporzadkowane rela-
cja zawierania sie; (R, <) - liczby rzeczywiste uporzadkowane standardowym
operatorem mniejsze badz réwne; (N, |) - liczby naturalne uporzadkowane
podzielnoscia, (Z,|) - liczby catkowite uporzadkowane podzielnoscia, (Z, <)
- liczby catkowite uporzadkowane standardowo.

1.9.3 Elementy ekstremalne i kresy zbioréw

W zbiorach (czesciowo) uporzadkowanych mozemy rozwazaé istnienie ele-
mentow, ktore sa w sensie tych porzadkéow skrajne, tzn. nie ma innych ele-
mentoéw, ktore bytyby mniejsze lub wieksze.
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Definicja 1.9.3 Niech (X, <) bedzie zbiorem cze$ciowo uporzgdkowanym. Ele-
ment x € X nazywamy elementem maksymalnym, jesl:

Vye X :xdy =2 =y.

Definicja 1.9.4 Niech (X, <) bedzie zbiorem cze$ciowo uporzgdkowanym. Ele-
ment x € X nazywamy elementem najwickszym, jesli

Vye X :y<x

Cwiczenie: jaka jest rownica miedzy tymi definicjami?
Analogicznie mozemy zdefiniowa¢ elementy minimalne i najmniejsze.

Definicja 1.9.5 Niech (X, <) bedzie zbiorem cze$ciowo uporzgdkowanym. Ele-
ment x € X nazywamy elementem minimalnym, jesl

Vye X :y<x =z =y.

Definicja 1.9.6 Niech (X, <) bedzie zbiorem cze$ciowo uporzgdkowanym. Ele-
ment x € X nazywamy elementem najmniejszym, jesli

Vye X :xqy

Cwiczenie i przyktad: niech bedzie A = {1,2,3}. Rozwaz (P(A), C).
Podaj przyktady elementéw najmniejszych, najwiekszych, minimalnych i mak-
symalnych.
Cwiczenie: co si¢ stanie jesli rozwazymy teraz (P(A) \ {A}, C) lub (P(A) \ {0}, C)?
Cwiczenie: zastanow sie czy zawsze muszg istnie¢ elementy: najmniejszy,
najwickszy, minimalny i maksymalny. Podaj przyktady zbioréw i porzadkow
na nich, ktore nie maja kazdego z podanych rodzajéow elementow.
Cwiczenie: znajdz wszystkie elementy najmniejsze, najwieksze, minimal-
ne i maksymalne w zbiorze (N, |).

Definicja 1.9.7 Niech (X, <) bedzie zbiorem cze$ciowo uporzgdkowanym. Niech
A C X bedzie dowolnym podzbiorem X.

e ograniczeniem gérnym zbioru A w X jest kazdy element y € X taki, ze
VreA:x<y

e ograniczeniem dolnym zbioru A w X jest kazdy element y € X taki, ze
VeeA:y<x
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ROZDZIAL 1. RELACJE 1.10. RELACJE WIELOARGUMENTOWE

Definicja najmniejszego elementu moze sie przydac teraz aby okresli¢ kre-
sy zbiorow.

Definicja 1.9.8 Niech (X, <) bedzie zbiorem czesciowo uporzgdkowanym. Niech
A C X bedzie dowolnym podzbiorem X.

e kresem gornym zbioru A w X nazywamy najmniejsze ograniczenie gor-
ne zbioru A w X;

e kresem dolnym zbioru A w X nazywamy najwicksze ograniczenie dolne
zbioru A w X.

Cwiczenie: w zborze (Q, <) poda¢ ograniczenia dolne i gérne, oraz kresy
dolne i gorne zbiorow: [1,2], (1,2), [1,2), (1,2],

Cwiczenie: niech A = {z € Q : 2® < 2}. Czy zbiér ten posiada ograni-
czenia dolne i gorne w X = Q7 Czy posiada kresy dolne i gorne w X = Q7.
Co jesli zbior zostanie ten sam, ale wezmiemy X = N albo X = R?

Cwiczenie: Niech X = P(A) dla pewnego A, oraz rozwazmy (X, C).
Zastanowié sie jakie sa kresy dolne i gorne zbioru B = (A, As, -A,,), gdzie
zbiory A; C A.

1.10 Relacje wieloargumentowe

Definicja 1.10.1 Niech X, Xs, ..., X,, bedqg dowolnymi zbiorams.
Dowolny podzbior R C X1 xXsX...xX, nazywamy relacja n-argumentows.

Niestety, w przeciwieristwie do relacji 2-argumentowych (na X xY’), nota-
cja infiksowa xRy nie zadziala i raczej musimy stosowaé notacje standardowsa,
(x1,29,...,2,) € R.

Przyklad (D. Wilczak): Przyjmijmy nastepujace oznaczenia.

e K to zbior wszystkich klas (zbioréw uczniow) w ILO w Krakowie,
e N to zbior wszystkich nauczycieli,

e S to zbidr wszystkich sal, w ktorych odbywaja sie lekcje,

T to zbiér wszystkich mozliwych terminéw zajeé¢, kiedy odbywaja sie
lekcje,

P to zbioér wszystkich przedmiotow prowadzonych w ILO w Krakowie.
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Przy takich oznaczeniach harmonogram ustalony na biezacy rok szkolny moze
by¢ widziany jako piecioargumentowa relacja H C K x N xS xT x P. Harmo-
nogram sklada sie z piatek (klasa, nauczyciel, sala, termin, przedmiot). Jesli
(k,n,s,t,p) € H to elementy tworzace ta piatke sa powiazane ze soba (sa w
relacji) w nastepujacym sensie: klasa k ma lekcje z nauczycielem n w sali s,
w terminie ¢ z przedmiotu p. Oczywiscie nie kazdy taki H ma sens. Musimy
na przyktad odrzucié¢ takie piatki, gdzie ten sam nauczyciel prowadzi zajecia
o tej samej porze dla réznych klas w dwoch réznych salach. Analogicznie kla-
sa nie moze mie¢ dwoch réznych lekcji o tej samej porze w réznych salach.
Musimy tez zapytaé, czy nauczyciel j. polskiego moze prowadzi¢ zajecia z
matematyki i vice versa...

Relacje wieoargumentowe i badanie ich wtasnosci ma szerokie zastosowa-
nie w informatyce: nie bez powodu najpopularniejsze (ciagle jeszcze) bazy
danych nazywane sa relacyjnymi.
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