Rozdzial 1

Rachunek zdan

Klasyczny rachunek zdan.

1.1 Formuly
Definicja 1.1.1 (Formula logiki zdaniowej) Formutq nazywamy:

1. pojedynczq zmienng - zmienne oznaczamy zazywczaj jednoliterowyms
symbolami alfabetu tacinskiego, np. a,b,c,p,q,r, itp., czasem z indek-
sami dolnymi lub gornymi: py, psr, ¢'°, 3, itp.;

2. napis (¢ o) gdzie ¢ oraz i sq formutami a spdjnik o € {=,A,V,...}.
Peten zbior dostepnych spojnikow logicznych pojawr sie dalej;

3. (=) jesli ¢ jest formutq;

4. mic innego nie jest formutq.

Powyzsza definicja moéwi, ze formutami nazywamy te napisy, ktore daja
sie skonstruowaé¢ ze zmiennych zdaniowych przy pomocy spéjnikow wraz z
poprawnym nawiasowaniem! Zgodnie z powyzsza definicja nie jest formuta
napis p = ¢ - formalnie, powinien to by¢ (p = ¢), chociaz w matematyce
czesto pomija sie oczywiste nawiasy. Przyjmuje sie, ze operacje wykonuje sie
od lewej do prawej, natomiast ciagi implikacji p = ¢ = p nawiasuje si¢
od prawej strony: (p = (¢ = p)).
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1.2. INTERPRETACJA ROZDZIAL 1. RACHUNEK ZDAN

1.1.1 Nie-przyklady
Ponizsze napisy nie sa formutami
1. p == ¢ (dwa spojniki pod rzad),
2. = = - (spoOjniki nic nie tacza),
3. napis postaci: to nie jest formuta, (same zmienne, niepotaczone zadnymi

spojnikami!)

1.1.2 Przyktady

Ponizsze napisy sg formutami

L (p=(r=q),

2. ==¢g (to samo co —(—(—q)) - formuta jest budowana po kolei, za-
czynajac od ¢ (punkt 1 definicji), po czym stosujemy 3 razy punkt 3
definicji),

3. (p = —¢q) (to samo co (p = (# q)), (# ¢q) jest formuta, zgodnie z
punktami 1 i 3, mozna do niej i p zastosowaé punkt 2).

1.2 Interpretacja

Niech B = {0, 1}, gdzie 0 to wyr6zniony element zwany fafszem a 1 to element
zwany prawdg. Spojniki A, V i = interpretujemy nastepujaco:

o -1=0,-0=1;
e 0V0=0,0V1i=11v0=11Vv1=1;
e 0A0=0,0A1=0,1A0=0,1A1=1;

Podobnie mozemy zrobi¢ z innymi spojnikami, ale to odlozymy nieco na
poZnie;j.



ROZDZIAL 1. RACHUNEK ZDAN 1.2. INTERPRETACJA

Definicja 1.2.1 Wartosciowaniem zbioru zmiennych {pi,...,pr} = X na-
zywamy dowolne przypisanie tym zmiennym wartosci z B, tzn. dowolng funk-
cjev: X — B.

Wartosciowanie mozemy rozszerzyé na dowolne formuty sktadajgce sie ze
zmiennych ze zbioru X i spdjnikow —, A,V (i innych), w naturalny sposdb
uzywajgce interpretacyi sponikow wprowadzonej poprzednio: jezeli ¢ = py to
0(0) = v(py), jezeli ¢ = (—) to v(d) = ~(v(1))) oraz jezeli ¢ = o € to
v(@) = v(¥) o v().

W ten sposéb mozemy nieformalnie (na razie) zapisacé v : { zbior formut
nad X} — B.

(Formalnie nalezatoby zdefiniowaé porzadnie co to jest { zbior formut nad

X}).

1.2.1 Przyklady

Jesli v(p) = 0,v(q) = 1,v(r) = 0. Wtedy
e formula ¢ A p jest wartosciowana na 0 (zapiszemy, ze v(q A p) = 0),
e v(rV(gVp)) =1,

e v(-pAT)=0.

1.2.2 Zadania

1. Jesli v(p) = 1,v(q) = 1,v(r) = 1, to jakie warto$ciowania przyjma
formuty z przyktadu?

2. dla kazdej z formul z przykladu znajdz wartosciowanie, dla ktorego
formuta jest prawdziwa.

3. czy da sie znalezé wartosciowanie, przy ktéorym wszystkie formuty z
przyktadu sa jednoczesnie prawdziwe?

4. ile jest mozliwych réznych wartosciowan zbioru n zmiennych?

5. Czy da sie znalez¢ wartosciowanie v(p), dla ktorego v(p vV —p) = 07

Dla uproszczenia zbiér zmiennych wystepujacych w zadanej formule ¢
bedziemy oznaczaé przez Var (o).



1.3. INNE SPOJNIKI ROZDZIAL 1. RACHUNEK ZDAN

Definicja 1.2.2 Niech bedzie dana formuta ¢. Jezeli dla kazdego wartoscio-
wania v zmiennych Var(¢) mamy v(P®) =1 wtedy ¢ nazywamy tautologia.

Przyktad: formula p V —p z ostatniego zadania jest tautologia.

1.3 Inne spo6jniki

Zanim przejdziemy do zadan z tautologii, przyjzymy sie jeszcze innym spoj-
nikom. Zal6zmy, ze mamy dwie zmienne p, q. Zastandéwmy sie, ile jest réznych
funkcji B x B — B? Z poprzednich zaje¢ wiemy, ze jest ich doktadnie 16. Mo-
zna je przedstawi¢ w nastepujacej tabeli (zrodto: wazniak.mimuw.edu.pl):

Numer|p =0p=0p=1p=1

funkejijg =0lg=1|g=0lg=1
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6 [ o[+ 1] o] xor
[ 7 To [T« [ v
8 [ 1 ][ o] o o] ~Nor
[ o [ [ofo 1] =
[0 1 [o ]+ o[ g
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R N N I

po prawej stronie widzimy zwyczajowe oznaczenia odpowiadajacych im
operatoréw. Operatory F' i T sa w praktyce 0-argumentowe - sa stalymi 0
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ROZDZIAL 1. RACHUNEK ZDAN 1.3. INNE SPOJNIKI

i 1, warto§é¢ tych operatorow nie zalezy od wartosci zmiennych p, q. Widzi-
my tez, ze niektoére z nich zaleza tylo od jednej ze zmiennych np. —¢q nie
zalezy od wartosci p. Operatory XOR, NOR i NAND znane sa zapewne
programistom i osobom zajmujacym sie elektronika. Natomiast operatory 13
(oraz symetrycznie 11) i 9 maja duze znaczenie dla matematykow (np. w
formutowaniu twierdzen).

Ponizsza definicja jest nieco techniczna, ale pokazuje

Definicja 1.3.1 Dla dowolnej formuty ¢ zawierajgcg k zmiennych mozna
zdefiniowaé jednoznacznie funkcje f : B¥ — B, poprzez:

f(p1),v(p2),...,v(pk)) = v(p) Vv - wartosciowanie (1.1)

Wezmy teraz dowolng funkcje f : B¥ — B, k > 2 i zapytajmy, czy dla
tej funkcji istnieje formuta, ktéra ja definiuje? Okazuje sie, ze tak i kazda
taka funkcje da sie przedstawié¢ jako formute zlozong z k zmiennych potaczo-
nych spojnikami z tabeli! Co wiecej: Dla kazdej funkcji f istnieje formuta ¢,
ktora ja definiuje ztozona ze zmiennych i spojnikéw {—, A, V} (Patrz Twier-

dzenie [1.3.1)).

Powyzsze stwierdzenia sugeruja pewne pytania:
e czy kazda funkcja jednoznacznie wyznacza formute ktora ja generuje?
e czy istnieja inne zbiory spojnikow, ktore generuja wszystkie funkcje?

e jaki jest najmnejszy zbior spojnikow, ktore generujg wszystkie funkje?
Czy jest on jedyny?

Zanim odpowiemy, zdefiniujemy:

Definicja 1.3.2 Formuly ¢ oraz sq rownowazne (oznaczamy ten fakt przez
¢ = ) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego wartosciowania v zachodziv(y) =

().

Przyklady: (do sprawdzenia we wlasnym zakresie!)
L —=p=p,
2 PV =0 = 0,
3. 9N =(p= ).
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Zadanie: pokaz, ze jesli zastapimy w powyzszym = przez <= , to
otrzymana formuta bedzie tautologia.
Zadanie: Pokaza¢, ze nastepujace formuty sa tautologiami:

1.

2.

10.

11.

prawo wylaczonego srodka: p V (—p);

prawo sprzecznosci: —(p A (—p));

. prawo podwdjnej negacji: p <= —(-p);

. I prawo de Morgana: (—(p A q)) <= ((-p) V (=9));
. II prawo de Morgana: (=(pV q)) < ((—p) A (—q));
. prawo odrywania: (p A (p = q)) = ¢;

. prawo negacji implikacji: (—(p = q)) <= (p A (—q));

. rozdzielnos¢ koniunkeji wzgledem alternatywy: (pA(¢Vr)) < ((pA

qQ)V(pAT));

. rozdzielnos¢ alternatywy wzgledem koniunkcji: (pV (¢A 1)) <= ((pV

Q) N(pVr));

p=q <= —q = —p (prawo kontrapozycji);

(p = q¢ = (=N (@=Dp);

Teraz wr6¢my do pytania o reprezentacje funkcji logicznych za pomocy
spojnikow.

Definicja 1.3.3 Skoriczony zbior funkcji boolowskich ' nazywamy funkcjo-
nalnie petnym, jesli kazdg funkcje boolowskq da sie zdefiniowaé przy pomo-
cy formuty zbudowanej wytgcznie ze spojnikow odpowiadajgcych funkcjom ze
zbioru T'.

Przypominamy, ze:

Twierdzenie 1.3.1 I' = {—, A, V} jest funkcjonalnie petny.
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ROZDZIAL 1. RACHUNEK ZDAN 1.4. ZDANIA LOGICZNE

Zadanie**: udowodni¢ Twierdzenie [1.3.1l

Podpowiedz: kazda funkcja f : B*¥ — B ma tylko skoniczenie wiele war-
tosciowian swoich zmiennych (ile?). Dla niektérych z nich v(f) = 1 a dla
innych v(f) = 0. Czy da sie w takim razie ,stablicowac¢” wszystkie wartoscio-
wania za pomoca formuly zawierajacej tylko spojniki z I'?

Przyktad: I' = {—, =} jest funkcjonalnie pelny.

Dowod: prawdziwa jest nastepujaca rownowaznosé: —(p = —q) = p A ¢
- wystarczy zastosowa¢ prawo negacji implikacji i podwojnej negacji. Na-
tomiast z negacji implikacji dostajemy, ze —(-p = ¢q) = —p A —q. Na-
stepnie, z II prawa de Morgana dostajemy, ze —p A =q¢ = —(p V q), czyli
=(—p = q) = =(pVq) Stad (-p = q) = (pVq) (stosujac negacje ,,po obu stro-
nach” réwnosci). Widzimy, ze dowolna formute zawierajaca tylko =, V, A da
sie ,przepisa¢” zamieniaja¢ spojniki na odpowiednio —, (=p = ¢), ~(p = —q).

Zadania: Pokazaé, ze:

1. I' = {—, V} jest funkcjonalnie peiny;
2. T' = {—, A} jest funkcjonalnie pelny;
' ={NAND} jest funkcjonalnie pelny;

= W

I' = {NORY} jest funkcjonalnie pekny:;

5. (*) T' = {A} NIE JEST funkcjonalnie pelny;

6. (*) I' = {Vv} NIE JEST funkcjonalnie pelny;

7. (*) I' = {XOR} NIE JEST funkcjonalnie pelny;

1.4 Zdania logiczne

Logika powstalta po to, aby umozliwi¢ precyzyjne formutowanie zdan i orze-
kanie o tym czy te zdania sa prawdziwe czy tez falszywe, a takze po to, aby z
pewnych zdan (zalozen) wnioskowaé o prawdziwosci innych zdan (wnioskow)
- 0 prowadzeniu i poprawnosci dowodow.

W matematyce zakladamy, ze kazdemu zdaniu mozna przypisa¢ wartosc
prawda lub falsz - nie ma odcieni szarosci, nie mozemy powiedzieé¢ np. ze to
zdanie jest w 80% prawdziwe.

Niektore zdania orzekaja o posiadaniu lub nie jakiejs wlasnosci przez pew-
ne obiekty. Zdania takie nazywamy predykatami, np. ,,x jest liczba pierwsza”,
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1.4. ZDANIA LOGICZNE ROZDZIAL 1. RACHUNEK ZDAN

T jest rowne 2, x jest nieparzyste”. Za pomoca poznanych spdjnikoéw, moze-
my tworzy¢ zdania ztozone, np. ,,jezeli x jest liczba pierwsza to z jest rowne
2 lub z jest nieparzyste”.

W jezyku spojnikow, jesli oznaczymy kolejne zdania jako p(x), d(z), n(z),
to zdanie mozemy zapisa¢ formuta:

p(z) = d(z) vV n(z)
odpowiadajaca temu zdaniu formuta to:
a= (bVc)

Dla ustalonego x zdanie moze by¢ prawdziwe lub fatszywe.
Zastanowmy sie, czy zdanie:

(p(2) A (p(z) = (d(z) V n(z)))) = d(z) V n(z)

jest zawsze prawdziwe? Okazuje sie, ze tak - odpowiada ono prawu odry-
wania (prosze zobaczy¢!). Gdy obie przestanki po lewej stronie sg prawdziwe,
to 1 koniunkcja jest prawdziwa. Skoro cale prawo jest tautologia, a jest im-
plikacja, to musi by¢, ze i prawa strona jest prawdziwa.

W ten sposob stworzyliSmy Regute Dowodzenia, ktéra pozwala na wysnu-
wanie wnioskéw o jednych formutach, przy zalozeniu ze inne sg prawdziwe.
Te konretng regute nazywamy modus ponens i zapisujemy

G, 0= (1.2)

(inny zapis na zajeciach).
Inna nieco mniej znana reguta to modus tollens:

~h, ¢ = b | ¢ (1.3)
Ogolny zapis regut dowodzenia to:
A Ay . AL EB (1.4)

A odpowiadajace im formuty to:
AiNAsN .. NA, = B (1.5)

Regula jest nazywana niezawodng, jezeli z prawdziwych przestanek wynikaja
prawdziwe wnioski, lub inaczej, kiedy odpowiednia formuta jest tautologia
klasycznego rachunku zdan.
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Mozna tatwo sprawdzié¢, ze zaréwno modus tollens jak i pones maja for-
muty, ktore sg tautologiami.

Teraz mozna si¢ zastanawiac: co to jest dowdd, co to jest zdanie prawdzi-
we, co to jest twierdzenie?

Matematycy zaproponowali aby wyrézni¢ pewne formuly i uznaé¢ je za
prawdziwe (aksjomaty) oraz wyréwni¢ pewne reguly dowodzenia, a nastep-
nie zapytac, jakie inne formuly da sie dowiesé¢, korzystajac jedynie z zalozen
aksjomatow i dostepnych regut. Taki zbior regut i aksjomatéw nazwano sys-
temem.

Dowdd formuly B w systemie to ciag formut Ay, A, ..., A, = B, takich,
ze A; jest

1. aksjomatem, albo

2. istnieja formuly A, , ji < i, takie, ze Aj;, A, E A; jest regula w
systemie.

Formute nazywamy twierdzeniem, jesli ma dowod.
Przyktadowo, wybierzmy nastepujace aksjomaty (Aksjomaty klasycznego
rachunku zdan):

1. ¢ = (¢ = ¢) (aksjomat K),
2. (0= (v=1)) = (¢ = v) = (¢ = ¢)) (aksjomat S),
3. (m¢=1) = ((-¢ = ) = ¢) (schemat dowodu niewprost)

Oraz regute modus ponens. Uwaga: w aksjomatach ¢, v, itp. to dowolne inne
formuly, mozemy w te meijsca wstawi¢ dowolne napisy z rachunku zdan, ale
tak, ze jesli w jednym miejscu zamieniamy ¢ np. na a = b, to musimy wsze-
dzie za ¢ wstawié¢ ten napis. Np. Aksjomat K z powyzszym podstawieniem
przyjmie postaé¢ (a = b) = (¢ = (a = b)).

W tym systemie tym mozna podac dowdd formuly ¢ = ¢ lub ¢ V —¢
(druga nalezy sprowadzi¢ do postaci, ktora zawiera tylko negacje i implika-
cje).

Przyktlad: dowod ze ¢ = ¢:

L (o= ((§=9)=9)=((¢=({=¢)) = (¢ = ¢)) (aksjomat S)

- podstawiamy v = (§{ = ¢) oraz ¢ = ¢ w Aksjomacie S. Poniewaz jest
to Aksjomat S (,wyglada jak on”), to wiemy, ze jest prawdziwy - Ak-
sjomat S jest prawdziwy, jako tautologia, dla dowolnych wartosciowan
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swoich pod-formutl, wiec to si¢ nie zmieni, jesli podstawimy dowolne
formuly, niewazne jak by sie wartosciowaly. Dalej bede tylko pisal, ze
dany punkt to Aksjomat (K, S, lub 3).

2. (0= ((£ = ¢) = ¢)) (Aksjomat K)

3. ((p=(£=¢)) = (¢ = ¢)) (modus ponens z 1 i 2)

- Widzimy, ze podpunkt 2 wystepuje jako pierwsza czesé implikacji
oznaczonej czerwong strzatka w podpunkcie 1. Poniewaz podpunkt 2
jest aksjomatem, stosujemy modus ponens:

1,2 =3
4. ((¢p = (£ = ¢)) (Aksjomat K)

5. 6= ¢ (3,4 5)

W skrécie, pomijajac komentarze:
L(¢p=(((=9)=0¢)=(¢=(=9)=(¢=9)
2. (0= (=9)=9))

w

(o= (E=9) = (6= 9))
4. (¢ = (6= 9))

(S

0=

Wida¢, ze dowody formalne mogg by¢ konfundujgce i nie prowadzi¢ do
glebszego zrozumienia problemu. W szczegolnosci trzeba ,wpasé” od jakiej
formuly zaczaé¢, aby proces odrywania mogl by¢ kontynuowany az do formuty,
ktora chcemy dowiesé.
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1.5 Twierdzenie Posta

Pytanie jest takie: czym jest zbior wszystkich formut, ktére da sie dowie$é¢ w
podanym systemie? Okazuje sie, ze

Twierdzenie 1.5.1 (Post) Formuta jest tautologiq wtedy i tylko wtedy gdy
jest twierdzeniem klasycznego rachunku zdan!

Whniosek 1.5.1.1 W klasycznym rachunku zdan mozna automatycznie do-
wodzic¢ twierdzenia.

Dowéd: kazda formuta ma skoriczona ilos¢ zmiennych, dajmy na to m € N.
Wystarczy rozpatrze¢ wszystkie warto$ciowania zmiennych (jest ich 2™) i
sprawdzi¢, czy formula dla kazdego wartosciuje sie na 1. Jedli tak, to formuta
jest tautologia, a wiec w mys$l Twierdzenia Posta jest twierdzeniem klasycz-
nego rachunku zdan. n

UWAGA: Formalny dowéd z reguly modus ponens i aksjomatéow moze
wcale nie by¢ dla niej prosty!

Prosze zauwazy¢, ze reguta modus ponens, podaje nam sposéb na tworze-
nie formalnych dowodéw matematycznych, przez stosowanie ciagu logicznych
wynikan. Jest to dedukcja w stylu Sherlocka Holmesa :)

Na dalszych zajeciach poznamy wiecej sposobéw dowodzenia réznych
twierdzeni. To co warto zapamieta¢, to to, ze matematyka daje nam Sciste
i formalne narzedzia wykazywania, ktore czasem mozna nawet sprawdzi¢ au-
tomatycznie! (Np. w rachunku zdan, majac pelny formalny dowod, tatwo
jest sprawdzié¢, czy kazda formuta pasuje do schematu aksjomatu lub czy jest
poprawnym zastosowaniem reguty modus ponens).

1.5.1 Zadania

1. Udowodni¢ formalnie nastepujace formuty:
(a) ¢V o
(b) =(¢ A=)
(c) ((=¢) = ~(¢ = =¢)) = ¢
(aby zobaczy¢ podpowiedz, nalezy klikna¢ w dymek)
Podpowiedz 1:D
Podpowiedz 2zu
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formuły należy sprowadzić do postaci zawierającej tylko negację i implikację



w (c) użyć aksjomatu nr. 3.
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2. Podpunkt 1(c) udowodni¢ metoda tabelki.

3. Pokaza¢, ze formuta z podpunktu 1(c) jest rownowazna formule odpo-
wiadajacej zasadzie modus tollens

PodpowiedZ:u
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trzeba znaleźć w tekście definicję modus tollens, oraz wyznaczyć odpowiadającą jej tautologię.
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