Rozdzial 1

Moc zbiorow

Dla zbioréw skoniczonych tatwo jest powiedzieé ile kazdy z nich ma elemen-
tow. Ta liczba elementow (moc zbioru) jest liczba naturalna. Dwa zbiory
maja tyle samo elementow, jesli ich moc, wyrazona liczba, jest taka sama.
Np. zbior liczb X = {1,2,3} ma taka sama moc jak zbior liter {a,b, c}, czy
zbior {m, e,v} znanych staltych matematycznych. Ich moc to oczywiscie 3.
Moc zbioru bedziemy oznaczaé poprzez #.X.

Definicja 1.0.1 (Naiwna definicja réwnolicznosci) Dwa zbiory X i Y
nazywamy réwnolicznymi, jesli liczba ich elementow jest taka sama, tzn.

#X = 4#Y.

Co w sytuacji, gdy zbiér ma nieskonczenie wiele elementow? Np. zbior
liczb Naturalnych N7 Intuicyjnie wiemy, ze jest ich nieskoiiczenie wiele, bo
gdyby byt skonczony, to istniataby liczba najwieksza, nazwijmy ja n. Ale
wtedy m = n + 1 tez jest liczba naturalna, wieksza od najwiekszej n. Do-
prowadziliSmy do sprzecznosci, tak wiec w zbiorze liczb naturalnych nie ma
liczby najwiekszej i w zwiazku z tym musi byc ich nieskoniczenie wiele.

Mozna oczywiscie napisaé, ze #N = oo i rpzejsc z tym do porzadku
dziennego. Wtedy jednak gdy przejdziemy do innego zbioru nieskoniczonego,
np. R lub Z. Tu nasuwa sie pytanie, czy #Z = #N lub #R = #N?

Wezmy prostszy zbior, P = {n € N : n jest liczba parzysta}. Pytamy,
czy #P = #N7 Z jednej strony, wydawa¢ by sie mogto, ze odpowiedz jest
natychmiastowa, bo P C N - kazdy element n € P siedzi jednoczesnie (jest
elementem) N: n € N. Lub cate poprzednie zdanie skrocic do zwiezltego:
Vnepn € N (czytamy: dla kazdego n ze zbioru P, n jest elementem N. Dlatego

1



1.1. NIESKONCZONY HOTEL ROZDZIAL 1. MOC ZBIOROW

ilos¢ elementow #P < #7Z. Kto$§ mogtby od razu napisa¢, ze #P < #Z,
pokazemy jednak, ze jest to nieprawda!

Aby to pokaza¢ dobierzemy liczby p € P in € N w pary, tak, ze kazdej
liczbie p bedzie odpowiadaé¢ jedna i tylko jedna liczba z n. Oczywiscie, dla
zbioréw skonczonych X, Y mozna tego dokonoaé¢ wtedy i tylko wtedy, gdy
#X = #Y 1 stad czerpiemy nasza inspiracje. Jedli elementy dwoch zbioréow
da sie dobrac w pary, to musza by¢ te zbiory rownoliczne.

Zatem, kazdej liczbie n € N przypisuje w parze liczbe p = 2n. Ta liczba
jest oczywiscie parzysta. Zobaczmy, ze kazda liczba n € N ma swoja pare,
wystarczy ja policzy¢. Zaldézmy teraz, ze jest taka liczba parzysta p, ze jest w
parze z dwoma roéznymi liczbami n, m € N. Mamy wtedy 2n = p = 2m, czyli
2n = 2m i dzielgc obie strony przez 2 dostajemy, ze n = m. Sprzecznosé z
zalozeniem, ze m # n.

1.1 Nieskonczony hotel

Polecam obejrze¢ film na temat Hotelu Hilberta, aby przekonaé sie jakie

problemy pojawiaja sie (ale i jakie mozliwosci!), gdy mamy do czynienia ze

zbiorami nieskonczonymi.
https://www.youtube.com/watch?v=0xGsU8oIWjY

1.2 Funkcje

Aby dobrze zdefiniowaé pojecie rownoliczno$ci zbioréw musimy najpierw
poznaé definicje funkcji.

Definicja 1.2.1 Niech X,Y bedqg dowolnymi zbiorams.

Funkcja f + X — Y to obiekt, ktory kazdemu elementowr ze zbioru X
przyporzgdkowugje doktadnie jeden element ze zbioru Y. Przyporzgdkowanie
to zapisujemy jako f(x) =y. Matematyczny zapis definicji to:

Veexdlye Y : f(x) =y (1.1)

Zbior X w definicyi nazywamy dziedzing lub zbiorem argumentow. Kazdy
element x € X nazywamy argumentem.
Zbior Y w definicyi nazywamy przeciwdziedzing.
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ROZDZIAE 1. MOC ZBIOROW 1.2. FUNKCJE

Podzbior Y' C Y taki, ze Vy € Y'Ar € X : f(x) = y nazywamy zbio-
rem wartosci funkcji, lub inaczej obrazem funkcyi f. Obraz funkcji bedzie-
my oznaczaé f(X). Mozna to sobie wyobrazié jako ewaluowanie f na kaz-
dym z x € X osobno i stworzenie zbioru ze wszystkich mozliwych wynikow:

Y' = f(X) = {f(x) : 2 € X}

Przyjrzyjmy sie kilku przyktadom znanych funkcji (i nie-funkcji - tzn. obiek-
tom, ktore nie spelniaja definicji).

Najlepiej znanymi przyktadami funkcji sa funkcje zadane wzorem mate-
matycznym, np.:

e Przyklad 1: funkcja f : R — R, f(z) = 2z jest funkcja. Latwo
sprawdzi¢, ze f wysyla kazdy x w doktadnie jedng wartosé y. Wykresem
funkcji w uktadzie wspotrzednych jest linia prosta, przechodzaca przez
punkty (0,0) i np. (1,2).

e Przyklad 2: funkcja g : N — N, g(z) = 2z tez jest funkcja! Jest
to formalnie rzecz biorac inna funkcja niz ta z Przykiadu 1, bo ma
inng dziedzing i przeciwdziedzing!. Co wiecej, funkcja h : N — R jest
znéw zupelnie inng funkcja! Stad bardzo wazne jest podawanie wraz z
definicjg funkcji jej dziedziny i przeciwdziedziny.

Wykresem funkcji g jest zbior punktéow o wspotrzednych catkowitych
lezacych na prostej wykresu funkcji f. Tak samo jest w przypadku
funkcji h! (prosze sprzawdzic!).

e Przyklad 3: funkcja f : R — R dana wzorem f(x) = 1 (funkcja
stata), jest funkcja. To nic, ze nieskoriczenie wiele z-6w otrzymuje te
sama warto$é: 1. Wazne jest, ze dla kazdego z x jest jakas wartosé.

e Nie-przyktlad 4: prosta przechodzaca przez punkty (0,0) 1 (0,1) (pio-
nowa) nie jest funkcja z osi x do osi y, poniewaz jeden = 0 ma
nieskoriczenie wiele wartosci, ktore sg ,nad nim” na wykresie.

Uwaga dla zainteresowanych: mozna zamienié¢ role osi x i y i zdefiniowac
funkcje f(y) = 0. Bedzie to ta sama prosta, jednak dziedzina funkcji
jest formalnie rzecz biorgc inna. Dlatego czasem jest wazny znany z
fizyki uktad wspotrzednych!

e Nie-przyktad 5: okrag na plaszczyznie nie bedzie wykresem zadnej
funkcji, nie wazne jak ulozymy uktad wspotrzednych.
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1.2. FUNKCJE ROZDZIAL 1. MOC ZBIOROW

e Nie-przyklad 6: funkcja f : R — R, f(z) = /x nie jest funkcja,
poniewaz ma niezdefiniowang wartosé¢ dla x < 0 (pierwiastek z liczby
ujemne;).

e Nie-przyktad 7: funkcja f : [0,00) = R, f(x) = /2 nie jest funkcja,
poniewaz dla kazdej liczby dodatniej istnieja dwa pierwiastki, jeden
dodatni, a drugi ujemny!

e Przyklad 8: funkcja f : [0,00) = R, f(z) = |\/z| jest funkcja, gdyz
wybraliSmy dodatni pierwiastek i wtedy jest on jedyny!

e Przyklad 9: funkcja g : [0,00) — R, f(x) = —|\/x| tez jest funkcja.

Funkcje mozna tez definiowa¢ podajac wszystkie przyporzadkowania. Jest
to czasem przydatne dla zbiorow skoriczonych.

e Przyklad 10: przyporzadkowania f,g,h,i : {0,1} — {0,1} takie ze
f(0) =01 f(1) =0;9(0) =11ig(l) =1; h(0) =11 h(l) = 0; oraz
i(0) = 0, i(1) = 1 sa funkcjami. Sa to jedyne funkcje jakie mozna
stworzy¢ przy tak zadanych dziedzinie i przeciwdziedzinie.

Zbiorami wartosci tych funkeji sa odpowiednio {0} dla f, {1} dla g,
{0,1} dla h oraz i.

e Nie-przyklad 11 odwzorowanie f : {0,1} — {0, 1} zdefiniowane jako
f(0) = 1 nie jest funkcja, gdyz nie zdefiniowalismy jaka ma wartosc dla
r =1

e Nie-przyklad 12 odwzorowanie f : {0,1} — {0, 1} zdefiniowane ja-
ko f(0) = 1, f(0) = 0, f(1) = 0, f(1) = 1 nie jest funkcja, gdyz
przyporzadkowuje 0 dwie rézne wartosci.

e Przyklad 13 (z gwiazdka) odwzorowanie f : {0,1} — 2{%1} zde-
finiowane jako f(0) = 1, f(0) =0, f(1) =0, f(1) = 1 jest funkcja
(dlaczego?). Rownowaznie, f mozna zapisac jako f(x) = {0,1}. Uwaga:
przypominam, ze napis 2% oznacza zbiér wszystkich podzbioréw Y.

Funkcje moga by¢ zdefiniowane takze bardziej abstrakcyjnie, lub na zbio-
rach, ktore nie sa zbiorami liczb:

e Przyklad 14: Funkcja f idaca ze zbioru stow w jezyku polskim do
zbioru liter w polskim alfabecie, ktora kazdemu stowu przyporzadko-
wuje jego pierwszg litere jest funkcja.
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ROZDZIAE 1. MOC ZBIOROW 1.2. FUNKCJE

e Przyklad 15: Funkcja f idaca ze zbioru stéw w jezyku polskim do
zbioru liter w polskim alfabecie, ktora kazdemu stowu przyporzadko-
wuje jego ostatnig litere jest funkcja.

e Nie-Przyklad 16: Przyporzadkowanie f idace ze zbioru stow w jezy-
ku polskim do zbioru liter w polskim alfabecie, ktora kazdemu stowu
przyporzadkowuje jego druga litere nie jest funkcja. Dlaczego?

e Przyklad 17: Przyporzadkowanie f idace ze zbioru oséb do zbio-
ru liczb rzeczywistych, przyporzadkowujace kazdej osobie jej aktualny
wzrost jest funkcja.

e Nie-Przyklad 18: Przyporzadkowanie f idace ze zbioru oséb do zbio-
ru liczb naturalnych, przyporzadkowujace kazdej osobie jej numer PE-
SEL nie jest funkcjg. Dlaczego? Poniewaz nie kazda osoba na ziemi ma
przypisany polski numer PESEL.

Jak naprawiaé ,zepsute” funkcje. Nie zawsze jest to rozsadne, ale czasem
sie przydaje

e jesli funkcja jest niekreslona dla jakiego$ argumentu x - wyrzucié¢ ten
argument z dziedziny, ALBO

e jesli funkcja jest niekreslona dla jakiego$ argumentu x - przydzielié¢ jej
jakas ustalong wartosé¢, ALBO

e jesli funkcja jest niekreslona dla jakiego$ argumentu x - przydzieli¢ jej
jakas ustalona wartos¢, ktora nie jest w przeciwdziedzinie i ta wartosé
doda¢ do przeciwdziedziny,

e jesli funkcja dla x przyjmuje wiele wartosci, mozna rozwaza¢ badacé
funkcje f: X — 2Y, sg to tak zwane funkcje wielowarto$ciowe (multi-
funkcje).

Zadania

1. W Przyktadzie 10 widzieliSmy, ze dla dziedziny i przeciwwdziedziny
rownej {0, 1} mogliSmy otrzymac 4 rézne funkcje. Pytanie: ile jest roz-
nych funkcji f : X — Y jezeli #X = n i #Y = m? Odpowiedz
uzasadnij.



1.3. FUNKCJE - RODZAJE ROZDZIAL 1. MOC ZBIOROW

2. Czy funkcja f : R — R dana wzorem f(z) = 1/z jest dobrze zdefinio-
wana? Odpowiedz uzasadnij. Jesli nie, w jaki spos6b mozna ja ,napra-
wié”?

3. Jaki jest zbior wartosci funkcji f: R — R, f(x) = 22 — 1?7 Odpowiedz
mozesz uzasadni¢ wykresem (przyblizonym).

4. (*) Uzasadnij Przyktad 13.

Rysowanie wykresow

Strony https://www.wolframalpha.com/ mozna uzywac do rysowania funk-
cji f:R — R, wystarczy wpisac jej wzor do okienka wyszukiwania.
Przyktadowo, przejscie na strone:
https://www.wolframalpha.com/input?i=£%28x%29+%3D+sin%28x%29
narysuje wykres funkeji sinus f(x) = sin(x) (i poda kilka przydatnych
wiadomosci na jej temat).

1.3 Funkcje - rodzaje

Podamy prosty podziat funkcji, ktory bedzie nam potrzebny w pdzniejszym
czasie.

Definicja 1.3.1 Funkcja f : X — Y nazywana jest surjekcja (lub funkcjq
typu ,na’”), jezeli dla kazdego y € Y istnieje x € X taki, Ze f(x) =y

Uwaga: poréwnaj ta definicje z Definicjg 1.2.1 samej funkcji. Jakie widzisz
roznice?

Definicja 1.3.2 Funkcja f : X — Y nazywana jest injekcjg (lub funkcjq
réznowartosciowq), jezeli f(x1) # f(x2) dla kazdych x1, xo takich, ze x1 # xs.

Zadanie (*): napisz powyzsze definicje w jezyku formul matematycznych
(V,3,=, itp).

Definicja 1.3.3 Funkcja f : X — Y nazywana jest bijekcjqg jezeli jest jed-
noczesnie injekcjq 1 suriekcjq.

Kilka przyktadow:



ROZDZIAL 1. MOC ZBIOROW 1.4. FUNKCJE - IDENTYCZNOSC

Funkcja f : R — R, f(z) = 2z jest bijekcja. Latwo widaé¢, ze jesli
Ty # T3 to 2z # 219, oraz, ze jesli mamy y zadany, to x = % jest
odpowiadajacym jej argumentem z dziedziny.

Funkcja g : N — N, f(z) = 2z jest injekcja. Nadal zachodzi, ze jesli
T, # T to 2x; # 2w9. Natomiast liczby nieparzyste nie maja swojego
argumentu, np. zadna liczba x nie jest mapowana do wartosci y = 3.

Funkcja g : N — 2N, f(z) = 2x, gdzie 2N oznacza liczby parzyste
jest bijekcja! Prosze to przemysle¢! Tutaj znéw widaé, jak wazne jest
okreslenie dziedziny!

Funkcja f : R — R, f(z) = 2 nie jest ani injekcja (bo np. f(0) = f(1) =
2) ani suriekcja, bo np. nie ma zadnego x takiego, ze f(x) = 128

Zadania

1.

Ktore z funkcji z Przyktadu 10 z poprzedniego podrozdziatu sa bijek-
cjami, injekcjami, suriekcjami?

Niech #X = n € N (zbior skoriczony). Czy da sie podaé¢ przyktad
funkcji f : X — X taki, ze f jest suriekcja, ale nie jest bijekcja?

Niech #X =n < oo, #X = m < oo. Kiedy da sie podaé¢ przyktad
funkcji f : X — Y taki, ze f jest suriekcja, ale nie jest bijekcja? Przy
jakim warunku na n,m dowolna funkcja f : X — Y jest suriekcja?
Odpowiedzi uzasadnij.

Uzasadni¢, ze funkcja f : R — R, f(z) = ax + b jest bijekcja wtedy i
tylko wtedy gdy a # 0.

Uzasadnij, ze jesli f : X — Y jest injekcja, to g : X — f(X) dana
wzorem g(x) = f(z) jest bijekcja.

1.4 Funkcje - identycznos¢é

Istnieje jedna specjalna funkcja, ktora jest zawsze zdefiniowana dla dowolnego
zbioru. Réznie sie ja oznacza, poprzez ¢, I lub nawet dwuliterowo jako Id
(najczesciej).



1.5. FUNKCJE - FUNKCJA ODWROTNROZDZIAL 1. MOC ZBIOROW

Dla dowolnego X zdefiniujmy:

d : X=X (1.2)
Id(x) = =

Id jest poprawnie zdefiniowana funkcja.

Jest to wyjatkowo funkcja zadana wzorem - jesli zdefiniujemy inng funkcje
np. f(xz) = = + 1, to ta funkcja f bedzie dziatac tylko na liczbach, ale juz
nie na zbiorach (np. nie zadziala z dziedzina rowna X = P(Y) dla jakiegos
zbioru Y lub na zbiorze stow w jezyku polskim). Identycznosé jest wazna
jeszcze 7 tego powodu, ze pozwala zdefiniowaé pojecie funkcji odwrotnej.

Jesli bedziemy chcieli podkreslié na jakim zbiorze dziata identycznosé
napiszeny Idx, co bedzie oznaczaé¢ funkcje Idy : X — X.

UWAGA! Jesli X # Y to Idx # Idy! To formalnie nie sa te same
funkcje!

1.5 Funkcje - funkcja odwrotna

Zatozmy, ze mamy dana funkcje f : X — Y. Czy majac taka funkcje da sie
tatwo zdefiniwa¢ jakas funkcje g : Y — X7 Kiedy ta sie to zrobi¢? Czy da
sie podaé¢ wzor?

Matematycy oczywiscie znaja rézne sposoby radzenia sobie z tego typu
problemami, czasem w bardzo dziwaczny sposob, jednak jest jeden rodzaj
funkeji, ktory znamy, a ktory pozwala w tatwy sposob (wzorem!) zdefiniowac
funkcje g. Tym rodzajem funkcji jest bijekcja.

Przypominamy z Definicji 1.3.3, f : X — Y jest bijekcja jesli jest injekcja
(Def. 1.3.2) i suriekcja jednoczesnie (Def. 1.3.1).

Suriekcja méwi nam, ze dla kazdego y istnieje x taki ze y = f(z). Swietnie!
Dzieki temu mozemy sprobowac kazdemu y przypisac wartosé:

g(y) = x taki, ze f(z) = y. (1.4)
Teraz nasuwa sie pytanie, czy moze by¢é tak, ze mamy do wyboru dwa rézne
mozliwe x? Odpowiedz jest przeczaca, gdyz f jest injekcja i jezeli x1 # x5
wtedy y1 = f(z1) # f(x2) = yo. Dlatego, dla jednego y mamy tylko jeden
wybor x.
Funkcje g nazwiemy funkcja odwrotna do f. Jesli po lewej stronie pod-
stawimy y = f(z) dostaniemy:

g(f(x)) =z (1.5)
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ROZDZIAL 1. MOC ZBIOREWNKCJE - ZNAJDOWANIE ODWROTNEJ

Stosujac pewien trik - w pewnym sensie ,mnozenie” przez funkcje z obu stron
(jak w rozwigzywaniu rownan) mozemy napisac:

flg(f(x))) = f(x) (1.6)
I teraz znéw stosujemy podstawienie y = f(z) aby otrzymac:
flay) =y (1.7)

To zachodzi dla kazdego y € Y. Wlasnie udato nam sie pokazaé, ze funkcja
odwrotna do g jest f! Czyli bijekcje egzystuja w matematyce w parach: kazda
z nich ma swoja odrotna i odwrotng do odwrotnej jest funkcja wejsciowa. To
tak jak z utamkami zwyktymi: liczba odwrotng do a jest liczba % =ala

liczba odwrotna do % jest

— (afl)fl _ a71~71 _ &1 = q.

Q| =

Zgodnie z ta intuicja, bedziemy oznaczac funkcje odwrotna do danej (jesli
istnieje) poprzez f~1, tzn. f~1 = ¢ jak w definicji (1.4).

1.6 Funkcje - znajdowanie odwrotnej

Dla funkcji zadanej wzorem, np. f(x) = 2z — 1 latwo jest znalezé¢ odwrotna
(jesli istnieje), rowniez zadana wzorem. Wiemy, ze funkcja f : X — Y, tzn
dla kazdego x przypisany jest y wzorem y = f(z) = 2x — 1 i ta zeleznos¢
powinna by¢ 1 : 1. Tak wiec wystarczy poda¢ wzor na = (wzgledem y), aby
dostaé¢ wzor na funkcje f1.

y = 2x—1 (1.8)

y+1 = 2z

1
% =z (1.10)
1
s = 412 (1.11)
2

(1.12)
cyli wzor na funkcje z = f~1(y) = 2. Jako ¢wiczenie zostawiam sprawdze-

nie, ze f(f1(y)) = y oraz f~1(f(z)) = .
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1.7. FUNKCJE - SKEADANIE FUNKCJROZDZIAE 1. MOC ZBIOROW

1.7 Funkcje - sktadanie funkcji

Roéwnanie (1.5) co$ nam powinno przypomninac. prosze popatrzeé¢ na defini-
cje identycznosci w rownaniu (1.3). To tak jakby$my powiedzieli, ze funkcja
definiowana jako h(z) = g(f(x)) byta dana wzorem h(x) = z, czyli nota bene
jest po prostu identycznoscia!

Pytanie: jaka jest (najbardziej oczywista/logiczna) dziedzina i przeciw-
dziedzina funkcji h?

Pytanie: jaka jest (najbardziej oczywista/logiczna) dziedzina i przeciw-
dziedzina funkcji zdefiniowanej jako h(z) = g(f(z))?

Definiowanie nowych funkcji z juz istniejacych poprzez obliczanie wartosci
jednej funkcji na wyniku zwréconym z innej funkcji nazywa sie sktadaniem
funkcyi.

Definicja 1.7.1 Majgc dane funkcje g : X — Y ¢ f 'Y — Z mozemy
zbudowac funkcje

h @ X—2Z (1.13)
hz) = flg(x)), Vae X, (1.14)

ktorg nazwiemy ztozeniem funkcji f z g. Funkcje h oznaczymy jako fog, tzn,

hi=fogi(fog)(r)=h(z).

Uwaga! Ztozenie funkcje nie jest przemienne! fo g # go f! Moze sie tak
zdarzy¢, ze o ile f o g istnieje, to g o f nie, bo z jakiegos powodu nie wolno
nam policzy¢ g(f(y)) dla pewnego y.

Przyktady

1. Niech g(x) =2 -2+ 11i f(x) =2? f,g: R — R. Wtedy (go f)(x) =
202 + 11 (fog)(z) =42 + 4z + 1 (dlaczego??).

2. Niech f: X — Y bedzie bijekcja, wtedy fo f~' = Idy a f~lo f = Idx
(dlaczego??).

3. Niech f : [0,00) — [0,00) f(x) = |\/x| natomiast g : R = R, g(x) =
—z. Wtedy g o f istnieje oraz (g o f)(x) = —|v/z|, natomiast f o g nie
istnieje. (Dlaczego?? Podpowiedz: policzy¢ f(g(x)) dla = > 0).
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ROZDZIAE 1. MOC ZBIOROW 1.8. ILOCZYN KARTEZJASKI

1.8 Iloczyn kartezjaski

Definicja 1.8.1 lloczynem kartezjanskim zbiorow X 1Y, oznaczanym jako
X XY, nazywamy zbior

Z=XxY=A{(x,y):z € X,y Y},
gdzie (z,y) jest parg uporzgdkowang.

Klasycznym przyktadem jest ptaszczyzna rzeczywista R x R, ktora sktada
sie ze wszystkich punktow o wspotrzednych (x,y).

Dla uproszczenia, bedziemy pisaé¢ X' = X, X? = X x X, oraz X*¥ =
X x X1 = X x (X x (... x X)...) (k razy). ,Oficjalnie” rzecz ujmujac
wobiektami” np. X XY x Z x W powinny by¢ twory (z, (y, (z,w))), ale my
bedziemy ,sprytniejsi” i bedziemy wpisa¢ (z,y,z,w) € X XY x Z x W.
Wartosci z, y, z, w nazywamy wspolrzednymi. Standardowa przestrzen 3D w
ktorej zyjemy to R3 i czesto jej wspolrzedne zapisujemy jako (z, v, z).

Latwo sobie wyobrazi¢, ze w matematyce mozemy sie¢ postugiwaé¢ bardzo
,duzymi” zbiorami R¥, k - duze. Wtedy mozemy pisaé: (z1, Zo, ..., 7)) € RF.
Teraz juz mozemy mysle¢ w przestrzeni 10, 12, 100 wymiarowej :)

1.9 LRownolicznosé zbiorow

Dla zbioréw skoriczonych X wiemy, ze #X = n € N i bardzo tatwo powie-
dzie¢, kiedy dwa zbiory sa réwnoliczne, poréwnujac po prostu wartosc n dla
obu z nich.

Na zajeciach (i na filmie) widzieliSmy, ze zbiory nieskoriczone wymykaja
sie takiej tatwej definicji. Dlatego wprowadzmy nastepujaca i bardzo prosta:

Definicja 1.9.1 Zbior X jest rownoliczny ze zbiorem Y wtedy tylko wtedy
jesli istnieje byjekcja f - X — Y.
Rownolicznosé zapisujemy jako X ~p Y.
Podamy tez (jedna z) definicji zbioru skonczonego:
Definicja 1.9.2 Zbior X nazywamy skoniczonym jesli X ~y {1,2,...,n} C

N dla pewnego n € N.
Zbior nazywamy nieskonczonym jesl nie jest skorczony.
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Zadanie pomocnicze Niech #X =n € N, #Y = m € N. Uzasadni¢, ze
X ~y Y wtedy i tylko wtedy gdy m = n.

Zadanie pokazuje, ze teoria réwnolicznosci dla zbioréw skonczonych ,pa-
suje” do teorii ogdlne;j.

Twierdzenie 1.9.1 Rownoliczno$é ma wtasnosci:
1. A~y A, (zwrotnosé)
2. jezeli A~y B to B~y A, (symetryczno$é)
3. jezeli A~y B i B~y C to A~y C, (przechodnio$é)

Zadanie pomocnicze (*) Uzasadni¢ (dowies¢ formalnie (*)) powyzsze wla-
snosci.

Twierdzenie 1.9.2 Jezeli X C N jest nieskoniczony, to X ~pr N.
Zadanie (**): udowodni¢ Twierdzenie 1.9.2.

Definicja 1.9.3 Zbior X nazywamy przeliczalnym jezeli X ~y; N dla pew-
nego N C N.

Zadanie: Poda¢ przyktady zbioréow przeliczalnych.

Definicja 1.9.4 Zbior X da sie ustawi¢ w ciag jezeli istnieje surjekcja f :
N— X.

Zadanie: Poda¢ przyktady zbioréw, ktore da sie ustawi¢ w ciag i funkcji g
,ustawiajacych” te zbiory w ciag.

Twierdzenie 1.9.3 Niepusty zbior X daje sie ustawic w cigg wtedy @ tylko
wtedy, gdy jest przeliczalny.

Zadanie (**) Uzasadni¢ (udowodni¢) Twierdzenie 1.9.3.
Zadanie Wykaz, ze podzbior przeliczalnego zbioru jest przeliczalny.
Zadanie Wykaz, ze suma zbioréw przeliczalnych jest przeliczalna.

Definicja 1.9.5 Mowimy, ze A jest na moc niewiekszy (mniejszy lub réwny)
niz B (zapisujemy A <j; B, wtedy i tylko wtedy jezeli istnieje injekcja f :
A— B.

Mowimy, ze A jest na moc mniejszy (silnie mniejszy) niz B (zapisujemy
A <y B, wtedy i tylko wtedy jezeli A <,y B i nie prawda, ze A ~y; B.

12
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Analogia: dwie liczby, a i b, oraz a < b, a < b.
Zadanie: Uzasadnij, ze jezeli A C B to A <;; B.
Zadanie: Uzasadnij, ze jezeli A, B skonczone oraz A C B to A <y, B.

Twierdzenie 1.9.4 Cantor-Bernstein Jezeli A <,y B i B <;;y A to A ~)
B.

Zadanie (**): Udowodni¢ Twierdzenie 1.9.4.

Twierdzenie 1.9.5 Nastepujgce warunki sq réwnowazne:
1. jezeli A <)y B i B <y Ato A~y B, (Cantor-Bernstein),
2. jezeli A<y Bi1BCAtoA~yB,
3. jezeli A<y BiB <y CtoA<yC,

Zadanie (*): Udowodni¢ Twierdzenie 1.9.5.

Twierdzenie 1.9.6 A <;; P(A).
(Gdzie P(A) oznacza zbior wszystkich podzbioréw A).

Zadanie (*): Udowodni¢ Twierdzenie 1.9.6.
Twierdzenie 1.9.7 Nie istnieje zbior wszystkich zbiorow.

Zadanie (*): Udowodni¢ Twierdzenie 1.9.7.
Podpowiedz: Niech A bedzie zbiorem wszystkich zbioréw. Jak ma sie A
do P(A) i ich wzajemne moce?

1.9.1 Przyklady
1. Pokazaé¢, ze N ~; 2N (zbior liczb parzystych).

7 Definicji 1.9.1 musimy poda¢ bijekcje z N do 2N tzn. f : N — 2N
bedaca bijekcja lub na odwrét, tzn. g : 2N — N - bijekcje. W tym przy-
padku w obie strony jest tatwo, mozna podaé funkcje prostym wzorem:
f(x) = 2-x lub analogicznie g(z) = % - x. Prosze zobaczy¢, ze g = f1,
tzn. ze dla kazdego x € N mamy ¢g(f(x)) = x oraz dla kazdego x € 2N
mamy f(g(z)) = .

Alternatywnie, korzystajac z Tw. 1.9.2, dla 2N C N (parzyste sa pod-
zbiorem naturalnych).

13



1.9. ROWNOLICZNOSC ZBIOROW  ROZDZIAL 1. MOC ZBIOROW

2. Pokazaé, ze N ~y; kN (zbior liczb podzielnych przez 0 < k € N).

Podobnie, jak w zadaniu poprzednim dobra bedzie f : N — kN f(z) =
k - x. Jako éwiczenie: sprawdzi¢, ze jest to bijekcja.

Alternatywnie, korzystajac znow z Tw. 1.9.2, dla kN C N.

3. Pokaza¢, ze (zbior liczb podzielnych przez 3) 3N ~j; 2N (zbior liczb
parzystych).

Tutaj jest troche trudniej, bo mamy poda¢ bijekcje f : 3N — 2N (lub
na odwroét), gdzie zaden ze zbioréw nie jest podzbiorem drugiego. Zapis
zbioréw podpowiada jednak, ze poprawna funkcja f bedzie f(z) = %x
(dlaczego tatwo to wida¢ z zapisu?). Teraz niech x € 3N, tzn. = jest
podzielny przez 3, tzn x = 3n dla pewnego n z naturalnych. Wtedy
f(@)=2-3-n=2-n¢€2N (bo f(z) = 2n jest podzielne przez 2).
Funkcja f jest funkcja liniowa, wiec jest injekcja. Czy jest suriekcja?
Tak, bo jej odwrotna g, f~'(y) = g(y) = %y jest zdefiniowana dla
kazdego € 2N i dla kazdego takiego x = 2n: g(z) = 32n = 3n € 3N.
Inaczej, wiemy, z zadania poprzedniego ze fi(x) = kx jest bijekcja
fr : N = kEN. Wezmy fo : N — 2N i f3 : N — 3N. Teraz, f3_1 istnieje
(bo f3 jest bijekcja) i f3 ' : 3N — N (bo odwracamy strzalki w funkcji i
dziedizna staje si¢ przeciwdziedzing i na odwrét). Funkcja h = foo f3 !,
h(z) = fo(f5'(x)) jest bijekcja (Patrz zadanie Z.4) i h : 3N — 2N.
1

Czyli 3N ~; 2N. Co wiecej, tatwo pokazaé, ze fi'(z) = 7 i funkcja

h = f - doktadnie ta sama, ktora wybraliémy w pierwszym dowodzie.

Jeszcze inaczej, znow z zadania poprzedniego (lub z Twierdzenia 1.9.2),
wiemy, ze kN ~jy; N czyli 3N ~,; N i 2N ~,; N. Korzystajac z Twier-
dzenia 1.9.1, wiemy ze: N ~); 2N (symetria), a nastepnie: 3N ~,; N i
N ~ s 2N stad 3N ~j; 2N (przechodniosé).

4. Przyktad trudny: pokazaé, ze N ~y; N2 = N x N.

Najtatwiej w takich przypadkach zazwyczaj zaczaé¢ tam, gdzie mamy
wiecej wspoltrzednych, tak, ze pokazemy jak zbudowaé¢ f : N> — N -
bijekcje. Rozpiszmy najpierw wszystkie pary (z,y) € N> = N x N jak
punkty na plaszczyznie, w tabeli:
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(0,0) (1,0) (2,0) (3,0) (4,0)
0,1) (L1) (2,1) (3,1) (4,1)
(0,2) (L,2) (22) (3,2) (4,2)
(0,3) (1,3) (2,3) (3,3) (4,3)
(0,4) (1,4) (2,4) (3,4) (4,4)

Sprobujmy teraz wyobrazi¢ sobie, ze na kazdej pozycji w tej tabeli
ktadziemy kolejna liczbe naturalng, ale w takiej kolejnosci jak dyktuja
ukosne przekatne (4 pierwsze zaznaczone na kolorowo). Ktadziemy 0
na (0,0), 1 na (0,1), 2 na (1,0), 3 na (2,0) itd:

0 1 3 6 10 itd
2 4 7 11 (4,1)

5 8 12 (3,2) (4,2)
9 13 (2,3) (3,3) (4,3)
14 (L,4) (2,4) (3.4) (4.4)

=~ W N =

4,
4,

Wyglada na to, ze to moze pokry¢ cata tabele tylko wartosciami na-
turalnymi - poniewaz liczb naturalnych jest nieskonczenie duzo, nigdy
nam ich nie zabraknie.

Kiedy popatrzymy na kazda ukosna przekatna (cztery z nich zaznaczo-
na na kolorowo), to dostrzezemy pewna prawidlowosé: suma x+y = M
jest na niej stata. Np. dla czerwonej przekatnej mamy x + y = 2. Na
przekatnej o jeden wyzej (zielonej) mamy = + y = 1 a na tej ponizej
(niebieskiej):  + y = 3. Dodatkowo, ilo§¢ elementéw ktore spelniaja
xr +1y = M jest doktadnie M + 1 i wszystkie te pary lezg na M-tej
przekatnej (przekatna 0 zawiera tylko (0,0), 1-sza zawiera (0,1) i (1,0)
itd).

Stad juz mozna sie domysli¢, jak policzy¢ liczbe na kazdej przekatnej w
pierwszym rzedzie (tym ,,0, 1, 3, 6, 10, itd”), bedzie ona roéwna wartosci
poprzednio ,zuzytych” liczb naturalnych. Dla M-tej przekatnej musimy
zsumowad ilo$¢ elementow na wszystkich poprzednich przekatnych: od
przekatnej o numerze M — 1 do tej o numerze 0. Odpowiednie ilosci sg
o 1 wigcksze niz numer przekatnej czyli sumujemy:

M-1 M

: . M- (M+1
Z(z—i—l):Zz:%

1=0 i=1
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Zatem wiemy, ze
M- (M+1)
2

Jakie jeszcze elementy leza na przekatnej razem z (M,0)? Jest to:
(M —1,1), (M — 2,2), itd. (Pamietamy, ze suma x + y = M na prze-
katnej M! Dlatego jak zmieniamy druga wspolrzedna na wiegksza, to
musimy odpowiednio zmniejszy¢ pierwsza wspolrzedna poruszajac sie
po przekatnej).

f((M;0)) =

Ile wynosi zatem f((M — n,n))?, proponuje ustawic:

FM = ) = LD

dzieki czemu przypisanie zachowuje sie doktadnie tak jak pokazano
w tabelce - gdy poruszamy sie po przekatnej, to przypisujemy kolej-
ng liczbe naturalng. Mozemy to sprawdzi¢ na przyktadzie M = 2:

f((2,10'))f((M—n,n)) = %4—0 =3, f((1,1)) = 3+1, f(0,2) = 3+2 = 5.
Dziatal

Jako ostatni krok, wyeliminujemy M —n, i n i zastapimy je z,y. Wiemy,
ze na M-tej przekatnej:

(1.15)

M = z+4y (1.16)

n =y (1.17)
stad

r+n = M (1.18)

M-n = x (1.19)

czyli, zamieniamy M, n, M —n na odpowiednio z + vy, y, x, dostajemy:

fl(ayy = TRV,

I jest to szukana bijekcja. jako ¢wiczenie mozna udowodnié, ze jest
injekcja oraz surjekcja.

Interesujace moze by¢ znalezienie f~1(z), 2 € N. Mamy ,na wejsciu”
z = f(x,y) (lub réwnowaznie: z = f(M — n,n)) i chcemy ,odzyskac”
informacje o z,y (lub M i n, a z nich juz wyliczymy z, y za pomoca
rownan (1.16)-(1.19)). Przyktadowo: niech z = 225. Ile wynosi M i n?
Odpowiedz nie jest taka prosta. Mozna to zrobi¢ algorytmicznie:
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wez M =0
M-(M+1)
2

a

(a)

(b) policz s =
(c) policzn=z2—s

(d) jezeli n < M (dlaczego tak?) to znalezliSmy M i n - koniec pro-
gramu.

(e) w przeciwnym przypadku - ustaw M = M + 1 (zwieksz M) i
przejdz do punktu (b).

I juz, algorytm dziala, mozna zaprogramowaé¢ (np. w jezyku Python
jak na zajeciach) wiec taka funkcja istnieje takze i w teoretycznej ma-
tematyce!

Sprobujemy jednak jeszcze znalezé wzér matematyczny. Do tego bede
potrzebowal nastepujacej funkeji P : [0, 00) — N:

P(z) = najwieksza liczba naturalna n taka, ze n < x (1.20)

Funkcja P ,obcina” czesé utamkowa z liczby © € Ry = [0,00). Np.
P(m) =3, P(2.5) =2, P(0.01) = 0, P(2) = 2, itp. Zwyczajowo taka
funkcje nazywa sie ,podtoga z liczby” i oznacza P(x) = |z|. Jest dru-
ga funkcja, ,sufit”, ktora dopelnia liczbe do najblizszej (najmniejszej)
naturalnej, oznaczana [x]. Np. [2.5] =3, [7] = 4 ale uwaga: [2] = 2.

Mamy wiec nasze dane z = f((M — n,n)) i chcemy poznaé¢ najpierw
M. Popatrzmy na Réwnanie (1.15). Wida¢, ze M wystepuje w nim w
pewnym sensie jako M? bo mamy:

M- (M +1) M?+ M

mnozymy przez 2 obie strony:
22 = M?+ M + 2n.

Gdyby nie bylo M i 2n wystarczyloby wykonaé¢ pierwiastek aby wyli-
czy¢ M = +/2n! Jak sie tych wartosci pozby¢? Wiemy, ze n € {0,..., M}
(dlaczego? - éwiczenie). Zatem

M2< MP+M+0<22=M>+M+2n<M*+M+2M = M*>+3M
(1.21)
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(zamienitem 2n na minimalng i maksymalng mozliwg wartosé). Nieste-
ty, jedyne co mozemy wywnioskowac, to

M? <22 < M*+3M < M*+4M +4 = (M + 2)*
i pierwiastkujac stronami (tylko dodatni pierwiastek bierzemy):
M <2z < (M +2)

Czyli [V2z] = M ALBO |v2z] = M + 1. Przyktadowo, z tabeli: na

przekatnej czerwonej jesli z = 4, to |v2-4] = |2-1.41...] = 2 ale jesli

z =5 to [vV2-5] = |V10] = 3! Ktora z tych mozliwosci zachodzi -

to zalezy od wartosci n, ktérej nie znamy. Mozemy jednak zrobi¢ dwa
M+1

przypadki: jesli n < “5=, to prawa czes¢ Rownania (1.21) mozemy

poszacowad lepiej aby dostac:

M+1

M? < MP+MA+0 < 22 = M*+M+2n < M?*+M+2- = (M+1)?
i wtedy |v2z] = M. Jedli natomiast n > 22 to na pewno [v2z] =
M + 1. Oznaczmy A = /2z, zatem A = M ALBO A = M +1 (nie
wiemy ktory przypadek zachodzi). Jak teraz sprawdzi¢, ktory z nich?
Porownajmy A(A+1) z2z. Jesli A= M to A(A+1) = M*+ M < 2z,
co wynika z lewej strony Réwnania (1.21). Natomiast jesli A = M + 1
to A(A+1) = (M +1)(M +2) = M? +4M +2 > 2z (!) To wynika
tym razem z prawej strony Réwnania (1.21). Czyli M, jako funkcje z
mozemy dosta¢ z nastepujacego (nieprostego!) wzoru:

2 jesli 2z - 2 1) <
v [WEL i VEL RS,
|v2z] =1 w przeciwnym przypadku
Oczywiscie teraz juz tatwo dosta¢ n, gdyz:
M(z) - (M 1
n(z) =z — (2) - (M(z) + 1) (1.23)

(dlaczego?). Tak wiec funkcja f~': N — N x N dana wzorem:
F7H(2) = (2(2), y(2)) = (M(2) = n(2),n(2)) (1.24)
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jest szukana funkcja odwrotna do f(M,n) (dlaczego?). Jako ¢wiczenie
moge zostawi¢ wypisanie pelnego wzoru (zaleznego tylko od z - trzeba
podstawi¢ za M(z) i n(z) odpowiednie wzory (1.22) i (1.23)).

Ufft.

7 tego przykladu widaé, ze znajdowanie wzoru na funkcje odwrotng
moze by¢ niezwykle czasochtonne. Dlatego matematycy czesto sg za-
dowoleni tylko z faktu, ze cos istnieje, ze mozna temu czemus nadacé
nazwe, oraz jakie wlasno$ci ma dany obiekt (np. ze f(f~!(x)) = z).
Sam wzor natomiast nie jest taki istotny.

5. Pokazaé, ze N ~,; NF dla dowolnego ustalonego k.

Jako wstep pokazemy, ze N*~! ~,; N¥. Niech k¥ > 2 bedzie dane i
niech f bedzie funkcja f : N> — N z poprzedniego zadania. Funkcja
gr : N¥ — NF~! dana wzorem:

glwy, wa, 3, . wp) = (f(21,22), 25, ..., xp) € N (1.25)

jest bijekcja. To tatwo widaé, bo na pierwszej wspohrzednej f(xy,xs)
(bijekcja), a na pozostalych wspolrzednych mamy identycznosé (tez
bijekcja). Jednym z zadan jest pokazanie, ze zestawienie bijekcji jest
bijekcja.
Teraz aby skonstruowaé¢ F : N¥ — N musimy o kolei przejsé¢ po funk-
cjach g, zmniejszajac k:

F:g20g3o---ogk (126)
Co odpowiada przechodzeniu po kolei przez zbiory:

N¥ - NFt o NP2 ... 5 N> 5 N' =N, (1.27)

Sktadanie dwoch bijekeji jest bijekcja a kazda z funkcji g jest wlasdnie
bijekcja.

1.9.2 ZADANIA

Zadanie sg prezentowane w kolejnosci od najprostszych do najtrudniejszych
(w mojej opinii). Rozwiazania zadaii mozna do mnie wysta¢ na e-mail, tak
samo jak wszelkie watpliwosci 1 prosby o podpowiedz.
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Z.1 sprawdzi¢ czy funkcja f : X — Y dana wzorem f(z) = 2% — 1 jest
bijekcja, injekcja lub suriekcja, jezeli zbiory XY sa dane jako:

(a) X ={1,2},Y ={0,1,2,3},
(b) X ={1,2},Y ={0,3},
(c) X ={-1,0,1},)Y ={-1,0,1},
(d) X ={0,1},Y =,{-1,0},

(e) X =R Y =R,

(f) X =1[0,1],Y = [-1,0],

(g) X =1[0,1],Y =[-1,1],

(h) X =10,00),Y =R,

(i) X =10,00),Y =[—1,00),

(j) X = (=00,0L,Y = [-1,00)

Z.2 Wypisa¢ wszystkie mozliwe funkcje f : {0,1,2} — {0,1,2}, ile jest
takich funkcji? Ktore z nich (i ile) jest bijekcjami? Ile jest injekcjami i
suriekcjami?

7.3 lle jest mozliwych funkcji f : X — X jezeli #X = n? Ile jest odpo-
wiednio bijekcji, suriekcji i injekcji? Czy da sie podaé zwiezte wzory na
te ilosci funkcji uzywajac tylko liczby n?

7.4 Pokazac¢, ze jezeli f 'Y — Z i g : X — Y sa obie jednoczesnie
odpowiednio injeckjami/suriekcjami/bijekcjami to fog: X — Z tez
jest odpowiednio injeckja/suriekcja/bijekcja.

7.5 Jezeli f: X — Zig:Y — W sa bijekcjami to F(z,y) := (f(x), 9(v)),
F: X xY — Z xW jest bijekcja.

Z.6 TODO: wiecej zadari.
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