
Rozdziaª 1

Zaj¦cia 01 - Ciekawostki

Poni»szy plik zawiera krótki przegl¡d ciekawostek i zagadek, którym b¦dzie-
my przygl¡da¢ si¦ dokªadnie na kolejnych zajeciach (niekoniecznie w podanej
kolejno±ci).

Samodzielne rozwi¡zanie zagadki(zagadek) podanych na ko«cu przed roz-
wi¡zaniem ich na zaj¦ciach (prosz¦ przynie±¢ rozwi¡zania na kartce / zdj¦cie
kartki wysªa¢ na e-maila) uprawnia do otrzymania oceny celuj¡cej (patrz
zasady organizacji zaj¦¢).

1.1 �Szef wszystkich szefów�

De�nicja 1.1.1 (Georg Cantor) zbiór mo»e by¢ dowoln¡ kolekcj¡ obiek-

tów zwanych elementami.

Wedªug tego podej±cia zbiór jest poj¦ciem podstawowym i niede�niowal-
nym (patrz aksjomat). Przykªady zbiorów:

� zbiór zªo»ony z 1 i 2 (elementy zbioru liczb naturalnych),

� koªo na pªaszczy¹nie, kula w przestrzeni (zbiory punktów),

� Zbiór osób b¦d¡cych teraz na tej sali

� Zbiór zªo»ony ze sznurka, zªotego pier±cienia i jednego hobbita (zbiory
mog¡ zawiera¢ elementy nieistniej¡ce w ±wiecie rzeczywistym)

� nic (zbiór pusty)
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1.1. �SZEF WSZYSTKICH SZEFÓW�ROZDZIA� 1. ZAJ�CIA 01 - CIEKAWOSTKI

� zbiór wszystkich podzbiorów innego zbioru, np. zbiór podzbiorów liczb
naturalnych

W ogólno±ci, kazdy zbiór X mo»na zapisa¢ w postaci:

X = {x : p(x) = 1} , (1.1)

lub
X = {x|p(x) = 1} , (1.2)

gdzie p(x) jest zdaniem logicznym - funkcj¡, która dla ka»dego argumentu
zwraca warto±¢ prawda (obiekt nale»y do zbioru), zwyczajowo zapisywany
jako liczba 1, lub falsz (obiekt nie nale»y), zwyczajowo piszemy 0.

ZBiory z przykªadów (te matematycznie opisywalne) mozna np. zapisac
tak:

� X = {1, 2}

� X = B2(c, r) = {v ∈ R2 : (vx − cx)
2 + (vy − cy)

2 ≤ r2}

� X = ∅

� X = {y : y ⊆ Y }

Zobaczmy, »e zbiór pusty ma swój wªasny symbol (specjalny), oraz, ze mamy
notacj¦ bycia podzbiorem X ⊆ Y :

De�nicja 1.1.2 X ⊆ Y wtedy i tylko wtedy gdy dla ka»dego x w X mamy,
»e x jest elementem zbioru Y .

Poniewa» to wiele pisania, dla skrócenia zapisu, przynale»no±¢ obiektów b¦-
dziemy zapisywa¢ tak:

x ∈ X - obiekt nale»y do X tj. p(x) = 1 (1.3)

x /∈ X - obiekt nie nale»y do X tj. p(x) = 0 (1.4)

De�nicja 1.1.3 X ⊆ Y wtedy i tylko wtedy gdy dla ka»dego x ∈ X mamy,
»e x ∈ Y .

korzystaj¡c z dalszych skrótów notacyjnych mo»na doj±¢ do:

De�nicja 1.1.4 X ⊆ Y ⇐⇒ ∀x : x ∈ X ⇒ x ∈ Y
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Ale t¦ notacj¦ rozwiniemy pó¹niej, w miar¦ potrzeb.
Przykªady bycia podzbiorem i bycia elementem:

� liczba 3 jest elementem zbiorów: {3, 6, 9}, N liczb naturalnych, czy rze-
czywistych R. W matematycznym zapisie: 3 ∈ {3, 6, 9}, 3 ∈ N, 3 ∈ R.

� liczba π nie jest elementem zbiorów: {3, 6, 9} ani N (poniewa» jest licz-
b¡ niewymiern¡). Natomiast jest elementem zbioru R. Matematycznie:
π /∈ {3, 6, 9}, π /∈ N, ale π ∈ R.

� zbiór X = {1, 2, 3} jest podzbiorem zbiorów N i R, poniewa» ka»da z
liczb 1, 2, 3 jest elementem tych zbiorów. Natomiast X nie jest podzbio-
rem zbioru Y = {3, 6, 9}, poniewa» istnieje element zbioru X, który nie
jest elementem Y - np. liczba 1. Matematycznie, piszemy {1, 2, 3} ⊆ N.
Rzadko u»ywany jest symbol nie bycia podbiorem: X ̸⊆ Y .

� zbiór X = {1} nie jest elementem zbioru N, tj. {1} /∈ N (bo liczby
naturalne skªadaj¡ si¦ tylko z liczb, nie ma w±ród nich »adnego zbioru,
w szczególno±ci zbioru zªozonego z jednej liczby 1 - prosz¦ dobrze to
przemy±le¢!). Natomiast zbiór X = {1} jest podzbiorem zbioru N, bo
jedyny element z X, czyli liczba 1 jest elementem zbioru N.

Pytanie: czy obiekt {0, {0}} jest elementem zbioru {0, {0}, {0, {0}}}? Czy
mo»e jest jego podzbiorem? A mo»e jednym i drugim?

De�nicja 1.1.5 Zbiór X nazywamy podzbiorem wªasciwym Y , jesli X ⊆ Y
i X ̸= Y .

De�nicja 1.1.6 Zbiór nie zawieraj¡cy »adnych elementów nazywamy zbio-
rem pustym i oznaczamy ∅ (zamiast {}).

De�nicja 1.1.7 Zbiór zªozony z jednego elementu, np. {3}, {Robert}, {π},
nazywamy singletonem.

De�nicja 1.1.8 Zbiór zªozony z dokªadnie dwóch elementów, np. {3, 5}, {Robert, Adam},
{π, σ}, nazywamy par¡ nieuporz¡dkowan¡, lub czasem po prostu par¡.

Zbiory {a, b} i {b, a} to te same pary: {a, b} = {b, a}, gdy» w zbiorach nie
ma znaczenia kolejno±¢ wypisania elementów.
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Natomiast istnieje co± takiego jak para uporz¡dkowana, oznaczana jako
(a, b). Dla par uporz¡dkowanych (a, b) ̸= (b, a) je»eli a ̸= b. Parami uporz¡d-
kowanymi s¡ np. punkty na pªaszczy¹nie. Obiektom postaci (a1, a2, . . . , an)
przyj»ymy si¦ kiedy indziej.

Wró¢my teraz do De�nicji 1.1.1. Jak wida¢, obiektem mo»e by¢ w zasadzie
cokolwiek i ogranicza nas tylko nasza wªasna wyobra¹nia. Wystarczy tylko
wypowiedzie¢ magiczne matematyczne sªowo �Niech�:

�Niech X b¦dzie zbiorem wszystkich liczb pierwszych.�
I ju»! X wªa±nie staª si¦ zbiorem wszystkich liczb pierwszych. I tak mo»na

�stworzy¢� - powoªac do »ycia - dowolny byt. Ale czy aby na pewno?
Zastanówmy si¦ nad dwoma zbiorami (pierwszy z nich to tak jakby �szef

wszystkich szefów� z tytuªu rozdziaªu):

U = {X : X jest zbiorem } (1.5)

C = {X : X /∈ X} (1.6)

Czy takie zbiory rzeczywi±cie istniej¡? Czy wida¢ tu jak¡± sprzeczno±¢
wewn¦trzn¡? Jak¡?

Zastanówmy si¦, czy U ∈ U oraz czy C ∈ C? (bo przecie» te» s¡ zbiorami,
jako kolekcja dowolnych elementów, zgodnie z de�nicj¡ 1.1.1!)

� Zaªó»my, »e C jest elementem C (C ∈ C). Ale wtedy C nie speªnia
warunku p(X) := X /∈ X z de�nicji zbioru C (Równanie (1.6)), dlatego
C nie mo»e by¢ w C

� No to w takim razie, zaªó»my mo»e, »e C nie ma w C (C /∈ C)? W
takim razie C speªnia zdanie p(X) := X /∈ X, to jest p(C) = 1 i C
�siedzi� wygodnie w C (C ∈ C)!

Otrzymujemy sprzeczno±c - nie da si¦ zdecydowa¢, czy C jest elementem C
czy nie C! W takim razie C prawdopodobnie w ogóle nie istnieje! St¡d nie
wszystkie kolekcje obiektów s¡ zbiorami, i De�nicja (1.1.1) wymaga dopra-
cowania.

To jest troch¦ tak jak ze zdaniem (nadu»ywanym w grach rpg i ksi¡»-
kach fantasy): �To co teraz mówi¦ jest kªamstwem�. Powiedziaªem prawd¦,
czy kªamstwo? Sprawdzaj¡c przypadki: zaªó»my, »e powiedziaªem prawd¦. To
wtedy zdanie jest nieprawdziwe (bo orzeka, »e �mówi¦ kªamstwo�, a przecie»
zaªo»yªem, »e mówi¦ prawd¦). Natomiast je±li przyjmiemy, »e kªami¦, to zda-
nie jest prawdziwe (czyli mówi¦ prawd¦). Ta wewn¦trzna sprzeczno±¢ nazywa
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ROZDZIA� 1. ZAJ�CIA 01 - CIEKAWOSTKI1.2. NIESKO�CZONY HOTEL

si¦ paradoksem. Paradoks, który omówilismy to paradoks kªamcy. Paradoks
w zbiorze zbiorów, które nie si¡ swoimi wªasnymi elementami, nazywa si¦
zwyczajowo paradoksem Russela.

Jak si¦ potem oka»e, logika (badanie prawdziwo±ci zda«) a teoria zbiorów
(mnogo±ci) b¦d¡ miaªy ze soba bardzo wiele wspólnego. Na kolejnych zaj¦-
ciach b¦dziemy powoli przygl¡da¢ si¦ sposobom poradzenia sobie z takimi
paradoksami.

Na marginesie inna zagadka: W zamku znajduje si¦ para drzwi (iden-
tyczne), za jednymi jest skarb, a drugie prowadz¡ do przepa±ci. Przy drzwiach
stoi dwóch stra»ników (identycznych bli¹niaków). jedyne co o nich wiadomo,
to to, »e jeden zawsze kªamie, a drugi zawsze mówi prawd¦. Mo»na zada¢
tylko jedno pytanie (dowolne). Jak zagwarantowa¢ sobie informacj¦, które
drzwi prowadz¡ do skarbu?

Dziedzina matematyki, która zajmuje si¦ zbiorami to Teoria Mnogo±ci,
natomiast dziedzina zajmuj¡ca si¦ formuªowaniem i �formalizmem� w dowo-
dzeniu twierdze« jest Logika. Te dwie dziedziny s¡ bardzo ±ci±le powi¡zane i
nimi zajmiemy si¦ na kilku dalszych lekcjach. Pozwol¡ one naprawi¢ �naiwn¡�
de�nicj¦ zbioru i rozwi¡za¢ problem (wi¦kszo±ci) paradoksów.

1.2 Niesko«czony hotel

Przykªad, »e naiwna logika zawodzi, gdy mamy do czynienia z niesko«czono-
±ci¡.

https://www.youtube.com/watch?v=OxGsU8oIWjY

1.3 Wszystkie krowy s¡ br¡zowe

Naiwny dowód przez indukcj¦. Dlaczego trzeba by¢ ostro»nym. Zacznijmy
jednak od prostego przykªadu.

Wzór na sum¦ n pierwszych liczb caªkowitych to:

1 + 2 + 3 + ...+ n =
n∑

i=0

i =
n(n+ 1)

2
(1.7)

Mo»na ten wzór udowodni¢ indukcyjnie:

� dla n = 1 mamy L = 1 = 1·2
2

= P , wi¦c wzór dziaªa
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1.3. WSZYSTKIE KROWY S� BR�ZOWEROZDZIA� 1. ZAJ�CIA 01 - CIEKAWOSTKI

� dla n > 1, zaªó»my, »e wzór jest prawdziwy dla wszystkich k < n.
Rozpisujemy: L =

∑n
i=1 i =

(∑n−1
i=1 i

)
+ n. Poniewa» n − 1 < n to dla

pierwszego elementu u»ywamy zaªo»enia indukcyjnego:

L =
n∑

i=1

= (1.8)

=
∑

i = 1n−1i+ n = (1.9)

=
(n− 1)(n− 1 + 1)

2
+ n = (1.10)

=
(n− 1)n+ 2n

2
= (1.11)

=
n2 − n+ 2n

2
= (1.12)

=
n2 + n

2
= (1.13)

=
n(n+ 1)

2
= P (1.14)

Z dowolno±ci n, wiemy, »e wzór zachodzi dla ka»dego n.

A teraz przykªad negatywny: �poka»emy� indukcyjnie, ze wszystkie krowy
na ±wiecie s¡ takiego samego koloru. B¦dziemy po kolei rozpatrza¢ zbiory
krów zªozone z n krów.

� dla n = 1 ka»dy zbiór zawiera jedn¡ krow¦, wi¦c siª¡ rzeczy ma ona
tylko jeden kolor.

� w kroku indukcyjnym, dla n > 1, zaªó»my, »e wszystkie zbiory o liczno-
±ci krów mniejszej ni» n s¡ jednokolorowe. We¹my nasz zbiór X zawie-
raj¡cy n krów i wyjmijmy z niego jedn¡, nazwijmy j¡ K1. Z zaªo»enia
indukcyjnego, pozostaªe krowy musz¡ by¢ tego samego koloru, nazwij-
my go C. Teraz wyjmijmy z tego mniejszego zbioru (wszystkie krowy
maj¡ kolor C) inn¡ krow¦ K2 a w jej miejsce wstawmy krow¦ K1. Nowy
zbiór nadal ma liczno±¢ n − 1 wi¦c z zaªo»enia wszystkie krowy maj¡
ten sam kolor. Poniewa» mniejszy zbiór miaª kolor C to krowa K1 te»
musi by¢ koloru C.

W ten sposób pokazali±my, »e wszystkie krowy na ±wiecie s¡ takiego samego
koloru.
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Zadanie: gdzie w rozumowaniu kryje si¦ bª¡d?

Na marginesie: zasada indukcji matematycznej i wynikaj¡ce z niej do-
wody to czesto wa»ne narz¦dzie w pracy ka»dego programisty. Dzi¦ki tej
metodzie mo»na zaprojektowa¢ bardzo intuicyjne algorytmy o bardzo ele-
ganckiej i ªatwej do zrozumienia implementacji, a tak»e dowie±¢ poprawno±ci
ich dziaªania (patrz: metoda dziel i zwyci¦»aj).

1.3.1 Prosta metoda indukcji

� Do udowodnienia mamy pewn¡ wªasno±¢, która zachodzi dla elementów
numerowanych liczbami naturalnymi, nazwijmy to P (n), gdzie n ∈ N.
Zakª¡damy, »e P (n) to zdanie logiczne, które zwraca �prawda� (1) lub

�faªsz� (0). Np. P (n) = 1 wtedy i tylko wtedy gdy
∑n

k=1 k = k(k+1)
2

, lub
P (n) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy ka»dy zbiór n krów zawiera tylko
krowy jednego koloru.

� Pokazujemy, »e P (n) zachodzi dla jakiej± maªej liczby, zazwyczaj n = 0,
ale mo»e by¢ inna (przykª¡dy dalej).

� Wykonujemy krok indukcyjny: zakªadaj¡c, »e P (n) = 1 pokazujemy, »e
P (n+ 1) jest poprawne.

Warto si¦ bardzo dobrze przyjrze¢ ostatniemu krokowi, gdy» w nim najªatwiej
popeªni¢ bª¡d.

Nie zawsze dowody indukcyjne sªu»¡ tylko do obliczania sum, czesto wy-
korzystywane w geometrii. Zadanie: je»eli W jest n-k¡tem wypukªym na
pªaszczy¹nie, to suma jego k¡tów wewn¦trznych jest równa 180o · (n− 2).

1.3.2 Rozszerzona metoda indukcji

� Tak jak w zwykªej indukcji

� Pokazujemy, »e P (n) zachodzi dla jakiej± maªej liczby, zazwyczaj n = 0,
ale mo»e by¢ inna, lub nawet dla jakiego± maªego zakresu danych.

� Wykonujemy krok indukcyjny: zakªadaj¡c, »e P (k) = 1 jest speªnione
dla kla»dego k ≤ n pokazujemy, »e P (n+ 1) jest poprawne.
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Przykªad: pokaza¢, »e ka»da triangulacja n-k¡ta wypukªego �u»ywa� (n-2)
trójk¡tów. To �twierdzenie� akurat mo»na udowodni¢ na multum sposobów,
nie tylko indukcj¡.

Twierdzenie 1.3.1 Dla ka»dego m ≥ 1, m ∈ N suma liczb
∑n

k=0 k
m wyra»a

si¦ wzorem, który jest wielomianem stopnia m+1 wzgl¦dem zmiennej n, t.j.

n∑
k=0

km = am+1n
m+1 + amn

m + . . .+ a2n
2 + a1n+ a0, (1.15)

gdzie ai to wspóªczynniki wielomianu.

Przykªad:
∑n

k=0 k (jest wcze±niej),
∑n

k=0 k
2 (do zrobienia).

1.3.3 Zadania:

� Pokaza¢ indukcyjnie, »e
∑n

k=0 = 2n+1 − 1.

� Znale¹¢ wzór na sum¦ sze±cianów kolejnych liczb nieparzystych 13 +
33 + 53 + . . .+ (2n+ 1)3 a nastepnie udowodni¢ ten wzór indukcyjnie.

� Znale¹¢ wzór na naprzemienn¡ sum¦ sze±cianów kolejnych liczb natu-
ralnych o dªugo±ci 2n: −13 +23 − 33 +43 − 53 + . . .− (2n+1)3 + (2n)3

a nastepnie udowodni¢ go indukcyjnie.

� (*) Udowodni¢ wzór Picka. Wzór picka mówi, »e je±li mamy wielok¡t W
(dowolny, mo»e nie by¢ wypukªy), którego wierzchoªki le»¡ w punktach
kratowych o wspóªrzednych caªkowitych na pªaszczy¹nie, to pole(W ) =
i + p

2
− 1, gdzie i - ilo±¢ punktów kratowych wewn¡trz W (ale nie na

brzegu) a p to liczba punktów na brzegu W .

� (*) Wybierzmy dowoln¡ liczb¦ a0 ∈ N+ = N \ {0} i zde�niujmy ci¡g:

an+1 =

{
an
2
, kiedy an jest parzysta

3 · an + 1, kiedy an jest nieparzysta
(1.16)

Np. dla a0 = 3 otrzymujemy ci¡g 3, 10, 5, 16, 8, 4, 2, 1, 4, 2, 1, 4, 2, 1, ....

Pytanie: czy dla ka»dej liczby a0 ∈ N+ podany ci¡g zawsze ko«czy
zap¦tlony na liczbach 4, 2, 1?
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1.4 Kwadratowa kula

Jak oblicza¢ odlegªo±¢ na pªaszczy¹nie?
Odpowied¹ (niech u := (ux, uy), itp.):

d(u, v) =
√

(ux − vx)2 + (uy − vy)2 (1.17)

A jak w przestrzeni (3D)?

d(u, v) =
√

(ux − vx)2 + (uy − vy)2 + (uz − vz)2 (1.18)

A w przestrzeni n-wymiarowej:

d(u, v) =

√√√√ n∑
i=1

(ui − vi)2 (1.19)

Uwaga 1.4.1 Symbol
∑m

i=n oznacza sum¦ indeksowan¡ zmienn¡ i, która
zmienia si¦ od n do m, np.

n∑
i=1

i = 1 + 2 + 3 + . . .+ (n− 1) + n (1.20)

Inny przykªad (bardziej abstrakcyjny, gdzie sumujemy jakie± elementy jakie-
go±, bli»ej nieznanego ci¡gu liczb ai):

n∑
i=1

ai = a1 + a2 + . . .+ an (1.21)

Kolejny przykªad, gdy wyra»enie �pod sum¡� nie zale»y od i:

n∑
i=1

j = j + j + . . .+ j = n · j (1.22)

Mo»emy równie» dokonywa¢ skoków wi¦kszych ni» o 1:

n∑
i=0

a3·i = a0 + a3 + a6 + . . .+ a3·n (1.23)

Zwyczajowo zakªada si¦, »e w
∑m

i=n mamy m ≥ n, a jesli m < n to
suma równa si¦ 0, bo sumujemy 0 elementów (b¦dzie to bardzo znajome dla
osób, które kiedy± programowaªy, odpowiada to konstrukcji p¦tli for z j¦zyka
C/C++).
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Wró¢my na chwil¦ do mierzenia odlegªo±ci. Widzieli±my ju» koªo na pªasz-
czy¹nie:

B2(c, r) := {v ∈ R2 : (vx − cx)
2 + (vy − cy)

2 ≤ r2} (1.24)

Jak zatem zde�niowac kul¦ (obiekt 3D)? Analogicznie:

B3(c, r) := {v ∈ R2 : (vx − cx)
2 + (vy − cy)

2 + (vz − cz)
2 ≤ r2} (1.25)

Mo»emy te» zde�niowa¢ kul¦ w n-wymiarowej przestrzeni.
Zadanie: zapisz w nowopoznanej notacji zbiór b¦d¡cy kul¡ w n-wymiarowej

przestrzeni.
Odpowied¹:

Bn(c, r) := {v ∈ Rn :
n∑

i=1

(vi − ci)
2 ≤ r2} (1.26)

lub nawet zwi¦¹lej:

Bn(c, r) := {v ∈ Rn : d(c, v) ≤ r}, (1.27)

czytaj¡c �po ludzku�: kula w punkcie c i promieniu r to zbiór takich punktów,
»e s¡ odlegªe (odlegªo±¢ mierzona przez funkcj¦ d) od c co najwy»ej o r. Od
teraz, na wszystkie obiekty postaci (1.27) mo»emy mówi¢ �kula�, nawet dla
n = 1, 2.

Zadanie: czym jest kula w przestrzeni 1-wymiarowej?
O co chodzi z � kwadratow¡ kul¡� z tytuªu podrozdziaªu - zobaczymy na

jednych z przyszªych zaj¦¢.
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