Rozdziat 1

Zajecia 01 - Ciekawostki

Ponizszy plik zawiera krotki przeglad ciekawostek i zagadek, ktorym bedzie-
my przygladac¢ sie doktadnie na kolejnych zajeciach (niekoniecznie w podanej
kolejnosci).

Samodzielne rozwiazanie zagadki(zagadek) podanych na koncu przed roz-
wigzaniem ich na zajeciach (prosze przynie$¢ rozwiazania na kartce / zdjecie
kartki wysta¢ na e-maila) uprawnia do otrzymania oceny celujacej (patrz
zasady organizacji zajec).

1.1 ,Szef wszystkich szefow”

Definicja 1.1.1 (Georg Cantor) zbidr moze byé dowolng kolekcjg obiek-
tow zwanych elementams.

Wedhug tego podejscia zbior jest pojeciem podstawowym i niedefiniowal-
nym (patrz aksjomat). Przyklady zbiorow:

e zbior ztozony z 11 2 (elementy zbioru liczb naturalnych),
e kolo na plaszczyznie, kula w przestrzeni (zbiory punktow),
e Zbiér os6b bedacych teraz na tej sali

e 7Zbior zlozony ze sznurka, zlotego pierscienia i jednego hobbita (zbiory
moga zawiera¢ elementy nieistniejace w $wiecie rzeczywistym)

e nic (zbior pusty)
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e zbior wszystkich podzbioréw innego zbioru, np. zbiér podzbiorow liczb
naturalnych

W ogolnosci, kazdy zbiér X mozna zapisa¢ w postaci:

X ={z:p(x) =1}, (1.1)

lub
X = {alp(x) = 1}, (1:2)

gdzie p(x) jest zdaniem logicznym - funkcja, ktora dla kazdego argumentu
zwraca warto$¢ prawda (obiekt nalezy do zbioru), zwyczajowo zapisywany
jako liczba 1, lub falsz (obiekt nie nalezy), zwyczajowo piszemy 0.

ZBiory z przykladow (te matematycznie opisywalne) mozna np. zapisac
tak:

o X =1{1,2}

o X =B*c,r)={veR*: (v, —cz)* + (v, — ¢,)* < 1%}
e X =10

e X ={y:yCY}

Zobaczmy, ze zbior pusty ma sw6j wlasny symbol (specjalny), oraz, ze mamy
notacje bycia podzbiorem X C Y

Definicja 1.1.2 X C Y wtedy i tylko wtedy gdy dla kazdego x w X mamy,
ze x jest elementem zbioru Y.

Poniewaz to wiele pisania, dla skrécenia zapisu, przynaleznosé obiektoéw be-
dziemy zapisywaé tak:

x € X - obiekt nalezy do X tj. p(z) =1 (1.3)
x ¢ X - obiekt nie nalezy do X tj. p(z) =0 (1.4)

Definicja 1.1.3 X C Y wtedy ¢ tylko wtedy gdy dla kazdego x € X mamy,
zer €Y.

korzystajac z dalszych skrotoéw notacyjnych mozna dojsé do:

Definicja 1.14 X CVY <= Ver:z e X =2 €Y
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Ale te notacje rozwiniemy po6zniej, w miare potrzeb.
Przyktady bycia podzbiorem i bycia elementem:

e liczba 3 jest elementem zbiorow: {3,6,9}, N liczb naturalnych, czy rze-
czywistych R. W matematycznym zapisie: 3 € {3,6,9}, 3 € N, 3 € R.

e liczba 7 nie jest elementem zbioréw: {3,6,9} ani N (poniewaz jest licz-
ba niewymierna). Natomiast jest elementem zbioru R. Matematycznie:
7 ¢ {3,6,9}, 7 ¢ N, ale 7 € R.

e zbior X = {1,2,3} jest podzbiorem zbioréw N i R, poniewaz kazda z
liczb 1,2, 3 jest elementem tych zbioréw. Natomiast X nie jest podzbio-
rem zbioru Y = {3, 6,9}, poniewaz istnieje element zbioru X, ktory nie
jest elementem Y - np. liczba 1. Matematycznie, piszemy {1,2,3} C N.
Rzadko uzywany jest symbol nie bycia podbiorem: X Y.

e zbior X = {1} nie jest elementem zbioru N, tj. {1} ¢ N (bo liczby
naturalne sktadaja sie tylko z liczb, nie ma wér6d nich zadnego zbioru,
w szczego6lnosci zbioru ztozonego z jednej liczby 1 - prosze dobrze to
przemysleé!). Natomiast zbior X = {1} jest podzbiorem zbioru N, bo
jedyny element z X, czyli liczba 1 jest elementem zbioru N.

Pytanie: czy obiekt {0,{0}} jest elementem zbioru {0, {0}, {0,{0}}}? Czy
moze jest jego podzbiorem? A moze jednym i drugim?

Definicja 1.1.5 Zbior X nazywamy podzbiorem wlasciwym Y, jesli X C Y
i X £Y.

Definicja 1.1.6 Zbior nie zawierajocy zadnych elementow nazywamy zbio-
rem pustym i oznaczamy () (zamiast {}).

Definicja 1.1.7 Zbior ztozony z jednego elementu, np. {3}, {Robert}, {m},
nazywamy singletonem.

Definicja 1.1.8 Zbior ztozony z doktadnie dwdch elementow, np. {3,5}, { Robert, Adam},
{m, 0}, nazywamy para nieuporzadkowang, lub czasem po prostu parq.

Zbiory {a,b} i {b,a} to te same pary: {a,b} = {b,a}, gdyz w zbiorach nie
ma znaczenia kolejnosé wypisania elementow.
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Natomiast istnieje co$ takiego jak para uporzqdkowana, oznaczana jako
(a,b). Dla par uporzadkowanych (a, b) # (b, a) jezeli a # b. Parami uporzad-
kowanymi sa np. punkty na plaszczyznie. Obiektom postaci (aq,as, ..., a,)
przyjzymy sie kiedy indziej.

Wroémy teraz do Definicji 1.1.1. Jak widaé, obiektem moze by¢ w zasadzie
cokolwiek i ogranicza nas tylko nasza wlasna wyobraznia. Wystarczy tylko
wypowiedzie¢ magiczne matematyczne stowo ,Niech™

»Niech X bedzie zbiorem wszystkich liczb pierwszych.”

I juz! X wtasnie stal sie zbiorem wszystkich liczb pierwszych. I tak mozna
,stworzy¢” - powolac do zycia - dowolny byt. Ale czy aby na pewno?

Zastanowmy sie nad dwoma zbiorami (pierwszy z nich to tak jakby ,szef
wszystkich szefow” z tytutu rozdziatu):

U = {X:X jest zbiorem } (1.5)
C = {X:X¢X}

Czy takie zbiory rzeczywiscie istniejg? Czy widaé tu jakas sprzecznosé
wewnetrzna? Jaka?

Zastanowmy sie, czy U € U oraz czy C € C? (bo przeciez tez sa zbiorami,
jako kolekcja dowolnych elementow, zgodnie z definicja 1.1.1!)

e Zalozmy, ze C jest elementem C (C € C). Ale wtedy C' nie spelnia
warunku p(X) := X ¢ X z definicji zbioru C' (Réwnanie (1.6)), dlatego
C nie moze by¢ w C

e No to w takim razie, zal6zmy moze, ze C' nie ma w C' (C ¢ C)?
=11

takim razie C' spelnia zdanie p(X) := X ¢ X, to jest p(C)
,siedzi” wygodnie w C' (C' € C)!

W
C

Otrzymujemy sprzecznosc - nie da sie zdecydowaé, czy C jest elementem C
czy nie C'!' W takim razie C' prawdopodobnie w ogdle nie istnieje! Stad nie
wszystkie kolekcje obiektéw sa zbiorami, i Definicja (1.1.1) wymaga dopra-
cowania.

To jest troche tak jak ze zdaniem (naduzywanym w grach rpg i ksiaz-
kach fantasy): ,To co teraz moéwie jest ktamstwem”. Powiedziatem prawde,
czy klamstwo? Sprawdzajac przypadki: zat6zmy, ze powiedziatem prawde. To
wtedy zdanie jest nieprawdziwe (bo orzeka, ze ,mowie ktamstwo”, a przeciez
zalozylem, ze mowie prawde). Natomiast jesli przyjmiemy, ze klamie, to zda-
nie jest prawdziwe (czyli mowie prawde). Ta wewnetrzna sprzecznosé nazywa
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sie paradoksem. Paradoks, ktory omoéwilismy to paradoks ktamcy. Paradoks
w zbiorze zbioréw, ktore nie siag swoimi wlasnymi elementami, nazywa sie
zwyczajowo paradoksem Russela.

Jak sie potem okaze, logika (badanie prawdziwosci zdan) a teoria zbiorow
(mnogosci) beda mialy ze soba bardzo wiele wspolnego. Na kolejnych zaje-
ciach bedziemy powoli przygladac¢ sie sposobom poradzenia sobie z takimi
paradoksami.

Na marginesie inna zagadka: W zamku znajduje sie para drzwi (iden-
tyczne), za jednymi jest skarb, a drugie prowadza do przepasci. Przy drzwiach
stoi dwoch straznikow (identycznych blizniakow). jedyne co o nich wiadomo,
to to, ze jeden zawsze kitamie, a drugi zawsze mowi prawde. Mozna zadaé
tylko jedno pytanie (dowolne). Jak zagwarantowaé sobie informacje, ktore
drzwi prowadza do skarbu?

Dziedzina matematyki, ktora zajmuje sie zbiorami to Teoria Mnogosci,
natomiast dziedzina zajmujaca si¢ formutowaniem i ,formalizmem” w dowo-
dzeniu twierdzen jest Logika. Te dwie dziedziny sa bardzo Scisle powiazane i
nimi zajmiemy sie na kilku dalszych lekcjach. Pozwola one naprawié¢ ,naiwng”’
definicje zbioru i rozwiazaé problem (wiekszosci) paradoksow.

1.2 Nieskonczony hotel

Przyktlad, ze naiwna logika zawodzi, gdy mamy do czynienia z nieskoriczono-
scia.
https:/ /www.youtube.com/watch?v=0xGsU80IWjY

1.3 Wszystkie krowy sa brazowe

Naiwny dowo6d przez indukcje. Dlaczego trzeba by¢ ostroznym. Zacznijmy
jednak od prostego przyktadu.
Wz6r na sume n pierwszych liczb catkowitych to:

n

1
1+2—|—3+...—|—n:2i:n(n—+>
=0

5 (1.7)

Mozna ten wzor udowodnié¢ indukcyjnie:

edlan=1mamy L=1= % = P, wiec wzor dziala
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e dla n > 1, zalézmy, ze wzor jest prawdziwy dla wszystkich & < n.
Rozpisujemy: L = "7 i = (2?2—11 i) 4+ n. Poniewaz n — 1 < n to dla
pierwszego elementu uzywamy zatozenia indukcyjnego:

n

L =) = (1.8)

= iz =1"l+n = (1.9)
(mn—1)(n—1+1)

= 5 +n = (1.10)
_ (”_1)++2” _ (1.11)
_ —”2_Z+2” . (1.12)
= ”2;” = (1.13)
= —n(n; D _p (1.14)

7 dowolnosci n, wiemy, ze wzor zachodzi dla kazdego n.

A teraz przykltad negatywny: ,pokazemy” indukcyjnie, ze wszystkie krowy
na $wiecie sg takiego samego koloru. Bedziemy po kolei rozpatrzaé¢ zbiory
krow ztozone z n krow.

e dla n = 1 kazdy zbior zawiera jedna krowe, wiec sila rzeczy ma ona
tylko jeden kolor.

e w kroku indukcyjnym, dla n > 1, zat6zmy, ze wszystkie zbiory o liczno-
ci krow mniejszej niz n sg jednokolorowe. Wezmy nasz zbior X zawie-
rajacy n kréw i wyjmijmy z niego jedna, nazwijmy ja K. Z zalozenia
indukcyjnego, pozostate krowy musza by¢ tego samego koloru, nazwij-
my go C. Teraz wyjmijmy z tego mniejszego zbioru (wszystkie krowy
maja kolor ') inna krowe K, a w jej miejsce wstawmy krowe K. Nowy
zbior nadal ma licznosé n — 1 wiec z zatozenia wszystkie krowy maja
ten sam kolor. Poniewaz mniejszy zbiér mial kolor C' to krowa K; tez
musi by¢ koloru C.

W ten sposéb pokazalismy, ze wszystkie krowy na $wiecie sg takiego samego
koloru.
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Zadanie: gdzie w rozumowaniu kryje sie btad?

Na marginesie: zasada indukcji matematycznej i wynikajace z niej do-
wody to czesto wazne narzedzie w pracy kazdego programisty. Dzicki tej
metodzie mozna zaprojektowaé bardzo intuicyjne algorytmy o bardzo ele-
ganckiej i tatwej do zrozumienia implementacji, a takze dowie$¢ poprawnosci
ich dzialania (patrz: metoda dziel i zwyciezaj).

1.3.1 Prosta metoda indukcji

e Do udowodnienia mamy pewna wtasnos¢, ktora zachodzi dla elementow
numerowanych liczbami naturalnymi, nazwijmy to P(n), gdzie n € N.
Zakladamy, ze P(n) to zdanie logiczne, ktore zwraca ,prawda” (1) lub
Jfalsz” (0). Np. P(n) = 1 wtedy i tylko wtedy gdy > ,_, k = k(k;l), lub
P(n) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy zbior n krow zawiera tylko
krowy jednego koloru.

e Pokazujemy, ze P(n) zachodzi dla jakiej$ malej liczby, zazwyczaj n = 0,
ale moze by¢ inna (przyklady dalej).

e Wykonujemy krok indukcyjny: zaktadajac, ze P(n) = 1 pokazujemy, ze
P(n+ 1) jest poprawne.

Warto sie bardzo dobrze przyjrze¢ ostatniemu krokowi, gdyz w nim najtatwiej
popetnié¢ biad.

Nie zawsze dowody indukcyjne stuza tylko do obliczania sum, czesto wy-
korzystywane w geometrii. Zadanie: jezeli W jest n-katem wypuklym na
plaszezyznie, to suma jego katéow wewnetrznych jest rowna 180° - (n — 2).

1.3.2 Rozszerzona metoda indukcji

e Tak jak w zwyklej indukcji

e Pokazujemy, ze P(n) zachodzi dla jakiej$ malej liczby, zazwyczaj n = 0,
ale moze by¢ inna, lub nawet dla jakiegos matego zakresu danych.

e Wykonujemy krok indukcyjny: zaktadajac, ze P(k) = 1 jest spelnione
dla klazdego k < n pokazujemy, ze P(n + 1) jest poprawne.
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Przyklad: pokazaé, ze kazda triangulacja n-kata wypuktego ,uzywa” (n-2)
trojkatow. To twierdzenie” akurat mozna udowodni¢ na multum sposobdéw,
nie tylko indukcja.

Twierdzenie 1.3.1 Dla kazdego m > 1, m € N suma liczb >, _, k™ wyraza
sie wzorem, ktory jest wielomianem stopnia m + 1 wzgledem zmiennej n, t.J.

Z K™ = apm1n™ ™+ apn™ + ..+ aon® + a1n + ao, (1.15)
k=0

gdzie a; to wspotczynniks wielomianu.

Przyklad: > ) _ k (jest wezesniej), > )_, k? (do zrobienia).

1.3.3 Zadania:
e Pokaza¢ indukcyjnie, ze Y ;_, = 2" — 1.

e Znalez¢ wzor na sume szeScianéw kolejnych liczb nieparzystych 13 +
33+ 5%+ ...+ (2n + 1) a nastepnie udowodnié¢ ten wzor indukcyjnie.

e /nalez¢ wzoOr na naprzemienng sume szeScianéw kolejnych liczb natu-
ralnych o dtugosci 2n: —13+23 =334+ 43 - 53+ ... — (2n+1)3 + (2n)3
a nastepnie udowodni¢ go indukcyjnie.

e (*) Udowodni¢ wzor Picka. Wzor picka mowi, ze jesli mamy wielokat W
(dowolny, moze nie by¢ wypukty), ktérego wierzchotki leza w punktach
kratowych o wspotrzednych catkowitych na ptaszczyznie, to pole(W) =
i+ 5 — 1, gdzie 7 - ilo§¢ punktow kratowych wewnatrz 1 (ale nie na
brzegu) a p to liczba punktéw na brzegu W.

e (*) Wybierzmy dowolna liczbe ay € Ny = N\ {0} i zdefiniujmy ciag:

G kiedy a, jest parzysta
Gy — { 3 Y n JEST pALLY (1.16)

3-a,+1, kiedy a, jest nieparzysta
Np. dla ap = 3 otrzymujemy ciag 3,10,5,16,8,4,2,1,4,2,1,4,2,1, ....

Pytanie: czy dla kazdej liczby ag € N, podany ciagg zawsze konczy
zapetlony na liczbach 4,217
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1.4 Kwadratowa kula

Jak oblicza¢ odleglos¢ na ptaszczyznie?
Odpowiedz (niech u := (ug,u,), itp.):

d(u,v) = \/(mr —vy)? + (uy — vy)? (1.17)
A jak w przestrzeni (3D)?

d(u,v) = \/(um —Ug)2 4 (uy —vy)? + (u; —v,)? (1.18)

A w przestrzeni n-wymiarowej:

(1.19)

Uwaga 1.4.1 Symbol Y " = oznacza sume indeksowang zmienng i, ktdra
zmienta ste od n do m, np.

d i=14243+...+(n—-1)+n (1.20)

=1

Inny przyktad (bardziej abstrakcyjny, gdzie sumujemy jakies elementy jakie-
gos, blizej nieznanego ciggu liczb a;):

Zai:a1+a2—|—...+an (121)
i=1

Kolejny przyktad, gdy wyrazenie ,pod sumq” nie zalezy od i:
di=j+it.tji=n-j (1.22)
i=1

Mozemy rowniez dokonywaé skokow wiekszych niz o 1:

Zag.i =ag+asz+ag+ ...+ as, (123)

=0
Zwyczajowo zaklada sie, Ze w Y .~ mamy m > n, a jesli m < n to
suma réwna sie 0, bo sumujemy O elementow (bedzie to bardzo znajome dla

0s0b, ktore kiedys programowaty, odpowiada to konstrukcyi petli for z jezyka
C/C++).
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Wré6émy na chwile do mierzenia odlegtosci. WidzieliSmy juz koto na ptasz-
czyznie:
B*(e,r) == {v € R?: (v, — c2)* + (v, — ¢,)* < 1%} (1.24)

Jak zatem zdefiniowac kule (obiekt 3D)? Analogicznie:
Be,r) i ={v eR?: (vy —cu)® + (v, —¢)* + (v, —c.)* <’} (1.25)

Mozemy tez zdefiniowaé¢ kule w n-wymiarowej przestrzeni.

Zadanie: zapisz w nowopoznanej notacji zbior bedacy kula w n-wymiarowe;j
przestrzeni.

Odpowiedz:

n

B"(¢e,r):={veR": Z(Ul —c¢)t<r?} (1.26)

i=1
lub nawet zwiezlej:
B"(e,r) :={v e R" : d(c,v) <r}, (1.27)

czytajac ,,po ludzku™ kula w punkcie ¢ i promieniu r to zbiér takich punktow,
ze sy odlegte (odleglos¢ mierzona przez funkcje d) od ¢ co najwyzej o r. Od
teraz, na wszystkie obiekty postaci (1.27) mozemy mowi¢ ,kula”, nawet dla
n=1,2.

Zadanie: czym jest kula w przestrzeni 1-wymiarowej?

O co chodzi z ,, kwadratowa kulg” z tytutu podrozdziatu - zobaczymy na
jednych z przysztych zajec.
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